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第四版前言 


本书由华中理工大学出版社出版至今已20年，重新修订的第 
三版也已15年了，印数已近20万册，1988年获国家教委优秀教 
材二等奖，表明本教材在国内是受欢迎的，仍有存在的价值.为使 
本书适应新世纪的要求，我们认为对本书重新进行修改是完全必 
要的.这次修改除保留本书原有风格和基本内容外，修改的原则 
和内容有以下几点： 

( 1 ) 随着计算机技术的发展和普及，数值分析的原理与方法 
在各学科中的应用越来越多.因此，我们将原来主要面向应用数 
学专业扩大为面向理工科大学中对数学要求较高的专业的本科 
生，同时也兼顾到一些院校为各专业研究生开设的“数值分析”学 
位课程. 

(2) 由于科学及计算机的发展，计算机算法语言的多样化及 
数学软件的普及，要求“数值分析”课程更强调算法原理及理论分 
析，而对具体算法及编程已有现成数学软件，如 Matlab 等，方便了 
读者使用.因此，我们对某些算法做了精简，另外也删去了一些较 
少使用的算法，增加一些实际应用中较重要的内容，如帕德逼近, 
解线性方程组的 QR 方法及超定方程组最小二乘解，非线性方程 
组求解的牛顿法，解刚性常微分方程的基本概念等.考虑到很多 
高校配备了大型多处理机，具备了进行并行计算的条件，故增加了 
“并行算法及其基本概念”的附录，便于需要进行并行计算的读者 
对此有初步的了解. 

( 3 ) 学习本课程仍应加强上机计算实习，为此，新版增加了计 
算实习的题目，便于教学，教师可根据实际条件让学生选做其中的 
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3〜5题.由于计算机算法语言发展很快，故不规定用哪种算法语 
言，目前我们向读者推荐的是集成化软件包 Matlab . 

(4) 统一协调，改正错误.本书第三版存在一些不协调之处 
和各种错误.为保证新版质量，由李庆扬负责对全书整理加工，统 
一规格并改正旧版中的各种错误. 

作者将新版“数值分析”交清华大学出版社重新出版，出版社 
委派曾多次使用本书的计算数学博士刘颖负责编辑加工，他不但 
改正了本书的一些错误并对本书修改提出了宝贵意见，提高了本 
书新版的质量，出版社还在较短时间使本书新版在开学前与读者 
见面，我们对清华大学出版社及刘颖博士表示衷心感谢. 

作者 

2001年5月 




第三版说明 


本书自1981年问世以来，为许多工科院校所采用，已先后出 
过两版，总发行量达四万余册 .1985 年5月召开的工科院校计算 
数学教材评议会（南北会议）确认本书“基本符合应用数学专业的 
要求，可作为数值分析课程的教材，建议作者加以修改后重新出 
版”.我们遵照这次会议的建议和要求再次进行了修订.新书在 
出版质量上有了显著的提高.编者诚挚地感谢华中工学院出版社 
的同志们，为本书的重版付出了辛勤的劳动. 


编者 

1986年12月 



第二版前言 

1980 年7月在大连召开的工科院校“应用数学专业教学学术 
会议”，根据教育部直属工科院校“应用数学专业教学计划”制定了 
“数值分析”课大纲，并决定由清华大学、华中工学院、浙江大学合 
编试用教材.本书就是根据这次会议的决定编写的.全书共分九 
章，第一、二、三章由李庆扬编写，第四、五、六章由王能超编写，第 
七 、八、 九章由易大义编写. 

1981年元月在杭州召开的工科院校计算数学第一次教材审 
稿会，对本教材初稿进行了审查，1982年元月在上海交大召开的 
第二次计算数学教材审稿会，又对本书第 一版提 出了修改意见 . 
会议考虑到理工科院校各专业普遍开设“数值分析”课的情况，重 
新修订了大纲 （72 学时）.本书第二版就是根据新大纲的要求修 
改的，它保持了第一版的主要内容及特点，但选材更注意基本要 
求，减少了部分内容，增加了部分习题答案.本书可作为理工科院 
校应用数学、力学、物理、计算机软件等专业大学生及其他专业研 
究生“数值分析”（或“计算方法”）课的教材，也可供学习“计算方 
法”的科技工作者参考. 

我们对参加两次审稿会的同志表示衷心感谢，他们以认真负 
责的态度对本书提出了许多宝贵意见，对提高教材质量起了很大 
作用. 


编者 

1982年7月 





录 


第1章绪论 .(1) 

1 .1 数值分析研究对象与特点 .(1) 

12数值计算的误差 .(3) 

1 2 .1 误差来源与分类 （3) 

12 2误差与有效数字 (4) 

12.3 数值运算的误差估计 （8) 

13误差定性分析与避免误差危害 . （10) 

1 3 .1 病态问题与条件数 （11) 

1 3 .2 算法的数值稳定性 （12) 

13.3 避免误差危害的若干原则 （14) 

评注 .(18) 

习题 .(18) 

第2章插值法 .(21) 

2 .1 引言 .(21) 

2 2拉格朗日插值 . (23) 

2 2 .1 线性插值与拋物插值 （23) 

2 2 2 拉格朗日插值多项式 （26) 

2 2 .3 插值余项与误差估计 （28) 

2 3 均差与牛顿插值公式 .（31) 

2 3 .1 均差及其性质 （31) 

2 3 2 牛顿插值公式 (33) 

2 .4 差分与等距节点插值 . (35) 

2 .4 .1 差分及其性质 （35) 














■ VIII ■ 




录 


2.4.2 等距节点插值公式 （38) 

2 5 埃尔米特插值 .（41) 

2 .6 分段低次插值 .(45) 

2 6 .1 高次插值的病态性质 （45) 

2 6 .2 分段线性插值 (47) 

2 6 .3 分段三次埃尔米特插值 (48) 

2 7 三次样条插值 .(51) 

2 7 .1 三次样条函数 （51) 

2 7 .2 样条插值函数的建立 （52) 

2 .7 .3 误差界与收敛性 (57) 

评注 .(58) 

习题 .(58) 

第3章函数逼近与曲线拟合 .(61) 

3 .1 函数逼近的基本概念 .(61) 

3 .1 .1 函数逼近与函数空间 （61) 

3 .1 .2 范数与赋范线性空间 （64) 

3 .1 .3 内积与内积空间 （65) 

3 2 正交多项式 . (69) 

3 2 .1 正交函数族与正交多项式 (69) 

3 2 .2 勒让德多项式 (71) 

3 2 .3 切比雪夫多项式 (74) 

3 2.4 其他常用的正交多项式 (77) 

3 3最佳一致逼近多项式 . (78) 

3 3 .1 基本概念及其理论 （78) 

3 3 .2 最佳一次逼近多项式 （81) 

3 .4 最佳平方逼近 . (83) 

3 .4 .1 最佳平方逼近及其计算 （83) 

3.4.2 用正交函数族作最佳平方逼近 （87) 

3 5 曲线拟合的最小二乘法 .(90) 

















录 


■ IX ■ 


3 5 .1 最小二乘法及其计算 （90) 

3 5 .2 用正交多项式做最小二乘拟合 (96) 

3 .6 最佳平方三角逼近与快速傅里叶变换 .(99) 

3 6 .1 最佳平方三角逼近与三角插值 （99) 

3 6 .2 快速傅氏变换 （ FFT ) (102) 

3 7 有理逼近 .(108) 

3 7 .1 有理逼近与连分式 （108) 

3 7 .2 帕德逼近 （110) 

评注 .(114) 

习题 .(115) 

第 4 章数值积分与数值微分 .(118) 

4 .1 引言 .（118) 

4 .1 .1 数值求积的基本思想 （118) 

4 .1 .2 代数精度的概念 （120) 

4 .1 .3 插值型的求积公式 （121) 

4 .1 .4 求积公式的收敛性与稳定性 （122) 

4 2 牛顿-柯特斯公式 .(123) 

4 2 .1 柯特斯系数 （123) 

4 2 .2 偶阶求积公式的代数精度 （125) 

4 2 .3 几种低阶求积公式的余项 （126) 

4 3 复化求积公式 .（127) 

4 3 .1 复化梯形公式 （128) 

4 3 2复化辛普森求积公式 （129) 

4 .4 龙贝格求积公式 . (131) 

4.4.1 梯形法的递推化 （131) 

4 .4 .2 龙贝格算法 （133) 

4 .4 .3 理查森外推加速法 （135) 

4 5 高斯求积公式 . (139) 

4 5 .1 一 般理论 （139) 













■ X ■ 




录 


4 5 .2 高斯-勒让德求积公式 （144) 

4 5 .3 高斯-切比雪夫求积公式 （146) 

4 .6 数值微分 .(148) 

4 6 .1 中点方法与误差分析 （148) 

4 6 .2 插值型的求导公式 （150) 

4 6 .3 利用数值积分求导 （153) 

4 6 .4 三次样条求导 （155) 

4 6 .5 数值微分的外推算法 （156) 


评注 . （157) 

习题 .(158) 

第5章解线性方程组的直接方法 .(161) 

5 .1 引言与预备知识 .（161) 

5 .1 .1 引言 （161) 

5 .1 .2 向量和矩阵 （162) 

5 .1 .3 特殊矩阵 （163) 

5 2高斯消去法 .(165) 

5 2 .1 高斯消去法 （166) 

5 2 .2 矩阵的三角分解 （172) 

5 3 高斯主元素消去法 .(174) 

5 3 .1 列主元素消去法 （176) 

5 3 .2 高斯-若当消去法 （180) 

5 .4 矩阵三角分解法 .（183) 

5 .4 .1 直接三角分解法 （183) 

5 .4 .2 平方根法 （188) 

5 .4 .3 追赶法 （193) 

5 5 向量和矩阵的范数 .（196) 

5 .6 误差分析 .(205) 

5 6 .1 矩阵的条件数 （205) 

5 6 .2 迭代改善法 （212) 















录 


■ XI ■ 


5 .7 矩阵的正交三角化及应用 .（214) 

5 7 .1 初等反射阵 (215) 

5 7 .2 平面旋转矩阵 (218) 

5 .7 3矩阵的 QR 分解 (220) 

5 7 .4 求解超定方程组 (225) 

评注 .(228) 

习题 .(229) 

第6章解线性方程组的迭代法 .(233) 

6 .1 引言 .(233) 

6 2 基本迭代法 .(236) 

6 2 .1 雅可比迭代法 （237) 

6 2 .2 高斯-塞德尔迭代法 （238) 

6 2 .3 解大型稀疏线性方程组的逐次超松弛迭代法 （240) 

6 3 迭代法的收敛性 .(243) 

6 3 .1 一阶定常迭代法的基本定理 (243) 

6 3 .2 关于解某些特殊方程组迭代法的收敛性 (249) 

6 .4 分块迭代法 .(256) 

评注 . (259) 

习题 . (259) 

第7章非线性方程求根 . (261) 

7 .1 方程求根与二分法 .(261) 

7 .1 .1 引言 （261) 

7 .1 .2 二分法 （262) 

7 2迭代法及其收敛性 .(265) 

7 2 .1 不动点迭代法 （265) 

12 2 不动点的存在性与迭代法的收敛性 （267) 

7 2 .3 局部收敛性与收敛阶 （269) 
















■ XII ■ 




录 


7 3 迭代收敛的加速方法 .（272) 

7 3 .1 埃特金加速收敛方法 （272) 

7 3 .2 斯蒂芬森迭代法 （273) 

7 .4 牛顿法 .（276) 

7 .4 .1 牛顿法及其收敛性 （276) 

7 .4 .2 牛顿法应用举例 （278) 

7 .4 .3 简化牛顿法与牛顿下山法 （279) 

7 .4 .4 重根情形 （282) 

7 5 弦截法与抛物线法 .(283) 

7 5 .1 弦截法 （283) 

15 2 拋物线法 （285) 

7 .6 解非线性方程组的牛顿迭代法 .(287) 

评注 .(289) 

习题 .(290) 

第8章矩阵特征值问题计算 .(292) 

8 .1 引言 .（292) 

8 2 幂法及反幂法 .(299) 

8 2 .1 幂法 （299) 

8 2 .2 加速方法 （304) 

8 2 .3 反幂法 （308) 

8 3 豪斯霍尔德方法 .（312) 

8 3 .1 引言 （312) 

8 3 .2 用正交相似变换约化一般矩阵为上海森伯格阵 （313) 

8 3 .3 用正交相似变换约化对称阵为对称三对角阵 （317) 

8 .4 QR 方法 .(319) 

8 .4 .1 QR 算法 （319) 

8 .4 .2 带原点位移的 QR 方法 （322) 

8 .4 .3 用单步 QR 方法计算上海森伯格阵特征值 (325) 















8 .4 .4* 双步 QR 方法（隐式 QR 方法 ）（329) 


评注 .(333) 

习题 .(333) 

第9章常微分方程初值问题数值解法 .(336) 

9 .1 引言 .（336) 

9 2 简单的数值方法与基本概念 .(337) 


9 2 .1 欧拉法与后退欧拉法 （337) 

9 2 .2 梯形方法 （340) 

9 2.3 单步法的局部截断误差与阶 （341) 

9 2 .4 改进的欧拉公式 (343) 

9 3 龙格-库塔方法 .(344) 

9 3 .1 显式龙格•库塔法的一般形式 （344) 

9 3 .2 二阶显式 R - K 方法 （346) 

9 3 .3 三阶与四阶显式 R - K 方法 （348) 

9 3 .4 变步长的龙格■库塔方法 （351) 

9 .4 单步法的收敛性与稳定性 .(352) 

9 .4 .1 收敛性与相容性 (352) 

9 .4 .2 绝对稳定性与绝对稳定域 （355) 

9 5 线性多步法 .(360) 

9 5 .1 线性多步法的一般公式 (360) 

9 5 .2 阿当姆斯显式与隐式公式 （362) 

9 5 3 米尔尼方法与辛普森方法 （366) 

9 5 .4 汉明方法 （367) 

9 5 .5 预测-校正方法 （368) 

9 5 .6 构造多步法公式的注记和例 （371) 

9 .6 方程组和高阶方程 .(373) 

9 6 .1 一阶方程组 （373) 

9 6 .2 化高阶方程为一阶方程组 (376) 

9 6 .3 刚性方程组 （378) 












评注 .(380) 

习题 .(381) 

计算实习题 .（383) 

附录并行算法及其基本概念 .(388) 

参考文献 .(398) 

部分习题答案 .(400) 









第 1 章绪 论 


11数值分析研究对象与特点 

数值分析是计算数学的 一个主 要部分，计算数学是数学科学 
的一个分支，它研究用计算机求解各种数学问题的数值计算方法 
及其理论与软件实现.为了具体说明数值分析的研究对象，我们 
考察用计算机解决科学计算问题时经历的几个过程： 

数学数值计算方法 1 - 1 程序设计 I — 

-► 上机计算求出结果 

由实际问题的提出到上机求得问题解答的整个过程都可看作 
是应用数学的范畴.如果细分的话，由实际问题应用有关科学知 
识和数学理论建立数学模型这一过程，通常作为应用数学的任务 . 
而根据数学模型提出求解的数值计算方法直到编出程序上机算出 
结果，这 一过程 则是计算数学的任务，也是数值分析研究的对象 • 
数值分析的内容包括函数的数值逼近、数值微分与数值积分、非线 
性方程数值解、数值线性代数、常微和偏微数值解等，它们都是以 
数学问题为研究对象的，只是它不像纯数学那样只研究数学本身 
的理论，而是把理论与计算紧密结合，着重研究数学问题的数值方 
法及其理论. 

数值分析也称计算方法，但不应片面地理解为各种数值方法 
的简单罗列和堆积，同数学分析一样，它也是一门内容丰富，研究 
方法深刻，有自身理论体系的课程，既有纯数学高度抽象性与严密 
科学性的特点，又有应用的广泛性与实际试验的高度技术性的特 
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点，是一门与计算机使用密切结合的实用性很强的数学课程.为 
了说明它与纯数学课的不同，例如考虑线性方程组数值解，在“线 
性代数”课程中只介绍解的存在唯一性及有关理论和精确解法，用 
这些理论和方法还不能在计算机上解上百个未知数的方程组，更 
不用说求解十几万个未知数的方程组了，要求解这类问题还应根 

据方程特点，研究适合计算机使用的，满足精度要求，计算时间省 
的有效算法及其相关的理论.在实现这些算法时往往还要根据计 
算机的容量、字长、速度等指标，研究具体的求解步骤和程序设计 
技巧.有的方法在理论上虽不够严格，但通过实际计算、对比分析 
等手段，证明是行之有效的方法，也应采用.这些就是数值分析具 
有的特点，概括起来有四点： 

第一 ，面向计算机，要根据计算机特点提供切实可行的有效算 
法.即算法只能包括加、减、乘、除运算和逻辑运算，这些运算是计 
算机能直接处理的运算. 

第二，有可靠的理论分析，能任意逼近并达到精度要求，对近 
似算法要保证收敛性和数值稳定性，还要对误差进行分析.这些 
都建立在相应数学理论的基础上. 

第三，要有好的计算复杂性，时间复杂性好是指节省时间，空 
间复杂性好是指节省存储量，这也是建立算法要研究的问题，它关 
系到算法能否在计算机上实现. 

第四，要有数值实验，即任何一个算法除了从理论上要满足上 
述三点外，还要通过数值试验证明是行之有效的. 

根据“数值分析”课程的特点，学习时我们首先要注意掌握方 
法的基本原理和思想，要注意方法处理的技巧及其与计算机的结 
合，要重视误差分析、收敛性及稳定性的基本 理论; 其次，要通过例 
子，学习使用各种数值方法解决实际计算 问题； 最后，为了掌握本 
课的内容，还应做一定数量的理论分析与计算练习.由于本课内 
容包括了微积分、代数、常微分方程的数值方法，读者必须掌握这 
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几门课的基本内容才能学好这门课程. 
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121 误差来源与分类 


用计算机解决科学计算问题首先要建立数学模型，它是对被 
描述的实际问题进行抽象、简化而得到的，因而是近似的.我们把 
数学模型与实际问题之间出现的这种误差称为模型误差.只有实 
际问题提法正确，建立数学模型时又抽象、简化得合理，才能得到 
好的结果.由于这种误差难于用数量表示，通常都假定数学模型 
是合理的，这种误差可忽略不计，在“数值分析”中不予讨论.在数 
学模型中往往还有一些根据观测得到的物理量，如温度、长度、电 
压等等，这些参量显然也包含误差.这种由观测产生的误差称为 
观测误差，在“数值分析”中也不讨论这种误差.数值分析只研究 
用数值方法求解数学模型产生的误差. 


当数学模型不能得到精确解时，通常要用数值方法求它的近 
似解，其近似解与精确解之间的误差称为截断误差或方法误差. 
例如，函数 /( x ) 用泰勒 （ Taylor ) 多项式 


Pn ( x ) = f ( 0 ) + 



f }} (0) 2 
2! X 


广 Vo) 

n ! 



近似代替，则数值方法的截断误差是 

产 + 1 1 

Rn( X) = f ( X) - Pn ( x) = -j- - x ?+ 1 忑在 0 与 X 之间. 

(n + l) ! 

有了求解数学问题的计算公式以后，用计算机做数值计算时， 
由于计算机的字长有限，原始数据在计算机上表示会产生误差，计 

算过程又可能产生新的误差，这种误差称为舍入误差.例如，用 
3. 14159近似代替 TT ，产生的误差 


尺二 TT - 3. 14159二 0. 0000026… 
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就是舍入误差. 

此外由原始数据或机器中的十进制数转化为二进制数产生的 
初始误差对数值计算也将造成影响，分析初始数据的误差通常也 
归结为舍入误差. 

研究计算结果的误差是否满足精度要求就是误差估计问题， 
本书主要讨论算法的截断误差与舍入误差，而截断误差将结合具 
体算法讨论.为分析数值运算的舍入误差，先要对误差基本概念 
做简单介绍. 

122误差与有效数字 

定义1设 x 为准确值， x 为 x 的一个近似值，称 e = x - 
x 为近似值的绝对误差，简称误差. 

注意这样定义的误差/可正可负，当绝对误差为正时近似值 
偏大，叫强近似值，•当绝对误差为负时近似值偏小，叫弱近似值. 

通常我们不能算出准确值 X ，也不能算出误差 e 的准确值， 
只能根据测量工具或计算情况估计出误差的绝对值不超过某正数 
£* ，也就是误差绝对值的一个上界叫做近似值的误差限，它总 
是正数.例如，用毫米刻度的米尺测量一长度 X ，读出和该长度接 

近的刻度 x ， x 是 x 的近似值，它的误差限是 0. 5 mm ，于是 
I x * - xl <0. 5 mm ， •如读出的长度为 765 mm , 则有 I 765 - x I < 

0.5 .从这个不等式我们仍不知道准确的 X 是多少，但知道 764. 5 
<x< 165 . 5,说明 x 在区间 ，764 5,765. 57内. 

对于一般情形1/ - ，即 

氺氺 氺氺 

x - £ < x < x + £ ， 

这个不等式有时也表示为 

氺 氺 

x = x ±£ . 

误差限的大小还不能完全表示近似值的好坏.例如，有两个 
量 ； c = 10± 1， }；= 1000±5,则 
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x = 10, £ x = 1; y = 1000, £ y = 5 . 

虽然£ y 比 S % 大 4 倍，但 £ y = 0. 5 % 比 £ x / x = ^~ = 

10%要小得多，这说明/近似; y 的程度比/近似 x 的程度要好 
得多.所以，除考虑误差的大小外，还应考虑准确值 x 本身的大 
小.我们把近似值的误差/与准确值 x 的比值 

氺 氺 

e _ x - x 

称为近似值/的相对误差，记作 6* . 

在实际计算中，由于真值 X 总是不知道的，通常取 

氺 氺 

* e x - x 

6 = ~~ = * 


作为/的相对误差，条件是‘ 较小，此时 


^ ^ ^ ^ ^ rs ^ ^ rs 

e e _ e (x - x) _ (e ) _ _ (e / x ) 

~ 氺 氺 氺氺 氺 氺 氺 

x x x x x (x - e ) I - (e / x ) 


e ： 的平方项级，故可忽略不计. 

相对误差也可正可负，它的绝对值上界叫做相对误差限，记作 


* r —* 

£ r ，即 


£ 



根据定义，上例中 


氺 

£x 


lx I 


10%与 


氺 


I 


0. 5% 分别为 jc 与 }； 


的相对误差限，可见/近似 y 的程度比/近似 x 的程度好. 

当准确值 X 有多位数时，常常按四舍五入的原则得到 X 的前 
几位近似值/，例如 


X =T\ = 3. 14159265… 
取 3 位‘ =3. 14, £ 3 * <0. 002, 

取 5 位‘ =3. 1416, £5 <0. 000008, 
它们的误差都不超过末位数字的半个单位，即 
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/TT - 3. 14 / X 10" 2 , /n - 3. 1416 / ^ X 10 4 . 

2 2 

定义2若近似值/的误差限是某一位的半个单位，该位到 
/的第一位非零数字共有《位，就说/有《位有效数字.它可表 
示为 

/ =± 10 m X (ai + a X 10" 1 + ■■- + 仏 X 10 " fn u ),(2 1 ) 
其中 a (/= 1 ，…，幻是 0 到 9 中的一个数字， a 矣0, m 为整数，且 

I x - x / < y X 10…+ 1 • (2 2 ) 

如取/ =3. 14作 TT 的近似值，/就有3位有效数字，取/ = 
3. 1416^1,/就有5位有效数字. 

例1按四舍五入原则写出下列各数具有5位有效数字的近 
似数 •• 187. 9325, 0. 03785551, 8. 000033, 2. 7182818 . 

按定义，上述各数具有5位有效数字的近似数分别是 

187. 93, 0. 037856, 8. 0000, 2. 7183 . 

注意 x = 8. 000033的5位有效数字近似数是& 0000而不是 
8,因为8只有1位有效数字. 

例2重力常数 g ，如果以 ny s 2 为单位， 9. 80 ny s 2 ，•若以 
kny s 2 为单位， g ^ O . 00980 km / s 2 ，它们都具有 3 位有效数字，因 
为按第一种写法 


I ^ - 9. 80 / < -r X 10" 2 , 

据 (2 .1)，这里 m = 0， 3,•按第二种写法 

/ g - 0 . 00980 /< -r X 10" 5 , 

jL^ 

这里 - 3 ,n = 3 .它们虽然写法不同，但都具有3位有效数字 . 
至于绝对误差限，由于单位不同结果也不同， = fxi 0_ 2 m / s 2 , 

£2 = 士 X 10 5 km / s 2 , 而相对误差都是 
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=0. 005 9. 80 - 0. 000005 0. 00980 . 

注意相对误差与相对误差限是无量纲的，而绝对误差与误差 
限是有量纲的. 

例2说明有效位数与小数点后有多少位数无关.然而，从 
(2 2) 可得到具有 n 位有效数字的近似数/，其绝对误差限为 


£ 



X \0 m n 



在 m 相同的情况下 ，〃越 大则 10 m _” +1 越小，故有效位数越多，绝对 
误差限越小. 

至于有效数字与相对误差限的关系，有 
定理1设近似数■/表示为 
/ =± 10" X fa + 02 X 10" 1 + …+ a X 1(T " u ) , 

(2 1 )' 

其中 a (/= 1,2, …， /) 是0到9中的一个数字 ， 從矣0, m 为整数 • 
若 x 具有 n 位有效数字，则其相对误差限为 


£； 


反之，若/的相对误差限 G < ;厂 1 ■丁 : X 10十 u ， 则/至少具 

2 ( + 1 J 

有 n 位有效数字. 

证明由 （2 1 /可得 

ai X 10" < / / / < {ax + lj X I0 m , 

当 / 有 n 位有效数字时 


Z: 



< 


0. 5 X 1(T 
a\ X 10 




X 10 




反之，由 

氺 

I X - X I 



< (a + I) X 10" X 


2( ai + 1 ) 


X 10 
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二 o. 5 x ur " +1 ， 

故/至少有《位有效数字.定理证完. 

定理说明，有效位数越多，相对误差限越小. 

例3要使20的近似值的相对误差限小于 0. 1 %，要取几位 
有效数字？ 

设取《位有效数字，由定理1，£: < + X 10 … 1 .由于20 = 

LGx 

4. 4…，知 a =4,故只要取 n = 4, 就有 

< 0. 125 X 10" 3 < 10" 3 - 0. 1%， 

即只要对20的近似值取4位有效数字，其相对误差限就小于 
0. 1%此时由开方表得 20-4. 472 . 

123数值运算的误差估计 


两个近似数力 与；^ ，其误差限分别为£(力 j 及£(力 ） ，它们 
进行加、减、乘、除运算得到的误差限分别为 

1( X\ X2 )^1 X\ l 1( X2 ) + I X2 I Z ( X\ ); 

* I Xl I 1( X2 )+ I X2 I Z( Xl ) , * 

£ ( JC1 / JC2 ) — -，木 ， 2 - ( X2 ^ 0) . 

I X2 I 


更一般的情况是，当自变量有误差时计算函数值也产生误差， 
其误差限可利用函数的泰勒展开式进行估计.设/( X )是一元函 
数， X 的近似值为/，以 /(/ ) 近似/( X )，其误差界记作 
f ( ^ )) ，可用泰勒展开 

f( - f(^) = f ( X )( X - X ) + X - X ) 2 , 


^介于 X ，/之间， 


取绝对值得 


I f ( X ) - f ( x ) I < I f ( X ) U ( x ) + 



(^ 
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假定 f(x ) 与 f ( x * ) 的比值不太大，可忽略 ) 的高阶 
项，于是可得计算函数的误差限 

f( X )) ^1 f ( X ) u (x* ) • 

当/为多元函数时，例如计算 A = f ( x \ r mm , xn ) .如果 xi ，…， 
1 的近似值为 xi ，…， 1 ，则 A 的近似值 为 A = f ( x \ ，…， ) ， 
于是由泰勒展开得函数值，的误差 ） 为 

e ( A )= A - A = f ( x \ y mmm , Xn ) - f ( x \ , mmm , Xn) 



L 


-i 


ek 


Xk 


于是误差限 


t( A 






_x 


Xk 


Xk ); 


(2 3) 


而 / 的相对误差限为 


Sr 


lr( A 




^(A ) 
I A I 


L 


f 


Xk 


l ( Xk ) 

I A * / 


.(2 A ) 


例 4 已测得某场地长/的值为/ 


110 m ， 宽 ^/的 值为 d 


= 80 m ， 已知丨 /- /* I <0. 2 m , IJ - d I <0. lm . 试求面积 s = Id 
的绝对误差限与相对误差限. 


解因 — = d y — = /，由 （2 3) 知 

/ a 

氺 氺 

^ ; ^(1 ) + ~ d ^(d ), 

其中 


j =d = 

I 

而 [(1)=0. 2 m , ^ ( d )=0. lm , 

于是绝对误差限 


80 m , 


s 

d 


110 m , 
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E(s J -80 X (0. + 110 X (0. 1 )=21 (m ) 


相对误差限 


^ r(s ) = H ^^^：=0. 31% . 


s 


l d 


8800 


13 误差定性分析与避免误差危害 

数值运算中的误差分析是个很重要而复杂的问题，上节讨论 
了不精确数据运算结果的误差限，它只适用于简单情形，然而一个 
工程或科学计算问题往往要运算千万次，由于每步运算都有误差， 
如果每步都做误差分析是不可能的，也不科学，因为误差积累有正 
有负，绝对值有大有小，都按最坏情况估计误差限得到的结果比实 
际误差大得多，这种保守的误差估计不反映实际误差积累.考虑 
到误差分布的随机性，有人用概率统计方法，将数据和运算中的舍 
入误差视为适合某种分布的随机变量，然后确定计算结果的误差 
分布，这样得到的误差估计更接近实际，这种方法称为概率分 
析法 • 

20世纪60年代以后对舍入误差分析提出了一些新方法，较 
重要的有以下两种. • 

1 . 向后误差分析法是把新算出的量由某个公式表达，它仅含 
基本算术运算，如假定是前面已算出的量或原始数据， 
新算出量 

x = g ( a y mmm y a n ). 

若 《 的摄动为 e ,_， 使得由浮点运算得出结果为 

Xfi = g( a + £ 1 , ■ ■ ■, +£«j • 

则可根据 L 的界由摄动理论估计最后舍入误差 lx - JC // I 的界，威 
克逊 ( Wilkinson ) 将这种方法应用于数值代数（矩阵运算）的误差 
分析，取得较好效果. 
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2 . 区间分析法是把参加运算的数； c ， ）；， z ， …都看成区间量 

X， L Z ， …， 根据区间运算规则求得最后结果的近似值及误差限. 
例如， X ， 3 ；的近似数为 a ，(3, 由于丨 X - al <6 a , I j - (3 l <6(3, 则 x e 
/a -6 a,a +6 ay = x y y e [^ - = r ， 若计算 z = 〆 * 为 

运算 符号） ，由 = [ z -& z ，z + 6 Zj /， 则 z 为所求近 
似值，而 6 Z 则为误差限. 

上面简略介绍了误差分析的几种方法，但都不是十分有效的， 
目前尚无有效的方法对误差做出定量估计.为了确保数值计算结 
果的正确性，首先需对数值计算问题做定性分析，为此本节讨论以 
下三个问题. 


131 病态问题与条件数 


对一个数值问题本身如果输入数据有微小扰动（即误差），引 
起输出数据（即问题解）相对误差很大，这就是病态问题.例如计 


算函数值 /( x ) 时，若 x 有扰动△% = x - x ，其相对误差为 

氺 

数值 f ( x ) 的相对误差为 二^ •相对误差比值 




, m 


f(x) 


f( x) - f( X ) 

1 

△ JC 


xf' (x) 

f(x) 

1 



f(x) 


C P 


(3 1 ) 


C P 称为计算函数值问题的条件数.自变量相对误差一般不会太 
大，如果条件数 g 很大，将引起函数值相对误差很大，出现这种 
情况的问题就是病态问题. 


例如 , f ( x ) = x ,则有= 〃，它表示相对误差可能放大 n 倍. 
如 "= 10,有 /( I ) = 1 ， / n . 02)3 1. 24,若取 x = 1， x * = 1. 02自变 

量相对误差为 2%， 函数值相对误差为 24%， 这时问题可以认为是 
病态的. 一 般情况条件数> 10就认为是病态， G 越大病态越 
严重. 
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其他计算问题也要分析是否病态.例如解线性方程组，如果 
输入数据有微小误差引起解的巨大误差，就认为是病态方程组，我 
们将在第5章用矩阵的条件数来分析这种现象. 


132 算法的数值稳定性 


用一个算法进行计算，由于初始数据误差在计算中传播使计 
算结果误差增长很快就是数值不稳定的，先看下例. 

例5计算 L = c l f xodx ( n = 0，1，…）并估计 误差. 

J 0 

由分部积分可得计算 / n 的递推公式 

L = \ - nln - 1 (n = 1 ,2, mmm ) , f 3 

1 

Io = & J t x dx = 1 - e 1 . 


若计算出/。，代入 （3 2)， 可逐次求出 Z ，/2,…的值.要算出 / o 就 
要先计算 e _ 1 ，若用泰勒多项式展开部分和 



并取用4位小数计算，则得 e_i ^0. 3679,截断误差及= 


le " 1 - 0. 36791 <土<^^10_ 4 计算过程中小数点后第5位的数 

字按四舍五入原则舍入，由此产生的舍入误差这里先不讨论.当 
初值取为 / o ^ O . 6321 =1% 时，用 （3 2) 递推的计算公式为 

1% = 0. 6321; 

(A) 

瑰=1 -聽 z-i ( n = 1，2, …）. 

计算结果见表 i - i 的瑰列.用瑰近似 / o 产生的误差 e . = l -m 
就是初值误差，它对后面计算结果是有影响的. 





误差定性分析与避免误差危害 


13 


表 



魂 (用 （ a ) 算 ) r (用 （ b ) 算) 


0. 6321 
0. 3679 
0. 2642 
0. 2074 
0. 1704 


6321 

3679 

2643 

2073 

1708 



从表中看到璁出现负值，这与一切 L >0 相矛盾.实际上，由 


积分估值得 


n + 


(min e 



x dx < In < e 1 f maxe 



x n dx 


n + 


(3 3 ) 


因此，当 n 较大时，用瑰近似 h 显然是不正确的.这里计算公式 
与每步计算都是正确的，那么是什么原因使计算结果错误呢？主 
要就是初值瑰有误差 Eo = Io -瑰，由此引起以后各步计算的误差 

En = In - J - h 满足关系 


En 


nEn - 


1，2,…） 


容易推得 


En 


(- l) n n /fi , 


这说明璁有误差 fi ， 则瑰就是&的 n / 倍误差.例如， n =8, 若 
I 忍丨= ^XlCT 4 ，则丨丨= 8 / X \ Eo \>2 .这就说明瑰完全不能 

近似/ 8 了 .它表明计算公式 （ A ) 是数值不稳定的. 

我们现在换一种计算方案.由 （3 3) 取《=9,取 


我们粗略取 /9 


10 10 


0. 0684= /9，然后将公式 （3 2) 倒 
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过来算，即由/〖算出/ 8 \/彳 ，…， I ;，公式为 

b = 0. 0684， 

(B) * 1 * 

L-i = —(I - L ) ( n = 9,8,…， lj ，. 

n 

计算结果见表 1-1 的 < 列.我们发现/<；与/0的误差不超过 
KT 4 . 记 € = L - ，则 丨 I = 丄 ,1 I , tb K 缩小了 n ! 

n ! 

倍，因此，尽管#较大，但由于误差逐步缩小，故可用 x 近似/« . 
反之，当用方案 （ A ) 计算时，尽管初值瑰相当准确，由于误差传播 

是逐步扩大的，因而计算结果不可靠.此例说明，数值不稳定的算 
法是不能使用的. 

定义 3 — 个算法如果输入数据有误差，而在计算过程中舍 

入误差不增长，则称此算法是数值稳定的，否则称此算法为不稳 
定的. 

在例5中算法是数值稳定的，而算法 （ A ) 是不稳定的.数 
值不稳定现象属于误差危害现象，如何防止误差危害下面将进一 
步讨论. 

133 避免误差危害的若干原则 

数值计算中首先要分清问题是否病态和算法是否数值稳定， 
计算时还应尽量避免误差危害，防止有效数字的损失，下面给出若 
干原则. 

1 . 要避免除数绝对值远远小于被除数绝对值的除法 
用绝对值小的数作除数舍入误差会增大，如计算1，若0 < 

: y 

lyln 1 x 1，则可能对计算结果带来严重影响，应尽量避免. 

例6线性方程组 


0. OOOOlxi + 尤 2 = 1 , 

2xi + xi = 2 . 
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的准确解为 




200000 

399999 


= 0. 50000125, 


JC 2 — 


199998 

199999 


= 0. 999995 ♦ 


现在四位浮点十进制数（仿机器实际计算）下用消去法求解，上述 
方程写成 

10' 4 - 0. 1000X1 + 10 1 - 0. 1000X2 = 10 1 ■ 0. 1000 ， 

10 1 - 0. 2000X1 + 10 1 - 0. 1000X2 - 10 1 - 0. 2000 . 


若用 t (10_ 4 ■ 0. 1000) 除第一方程减第二方程，则出现用小 
的数除大的数，得到 

10 4 ■ 0. 1000X1 + 10 1 - 0. 1000JC2 = 10 1 ■ 0. 1000 ， 

10 6 - 0. 2000X2 - 10 6 - 0. 2000 . 

由此解出 

xi = 0 , X 2 = 10 1 ■ 0 . 1000 =■ 1 , 

显然严重失真. 

若反过来用第二个方程消去第一个方程中含 XI 的项，则避免 
了大数被小数除，得到 

10 6 - 0. 1000JC2 二 10 6 _ 0. 1000 ， 

10 1 - 0. 2000X1 + 10 1 ■ 0. 1000JC2 二 10 1 ■ 0. 2000 . 

由此求得相当好的近似解 

Jd 二 0. 5000， JC 2 二 10 1 ■ 0. 1000 . 

2 .要避免两相近数相减 

在数值计算中两相近数相减有效数字会严重损失.例如 ，X = 
532. 65,}； = 532. 52都具有五位有效数字，但 x - y = 0 . 13只有两 
位有效数字.这说明必须尽量避免出现这类运算.最好是改变计 
算方法，防止这种现象产生.现举例说明. 

例7 求 i - 16 x + 1 = 0的小正根. 

解 xi = 8 + 63，力= 8 - 63 ^8 - 7. 94 = 0. 06 = X 2 , 
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x ； 只有一位有效数字.若改用 


% = 8 - 


63 



15. 94 


- 0. 0627 


具有3位有效数字. 

例 8 计算 A = 10 7 (l _ cos 2°) (用四位数学用表 j . 

由于 cos 2° = 0. 9994, 直接计算 
A - 10 7 (I - cos 2°) = 10 7 fl - 0. 9994) - 6 X 10 3 . 


只有一位有效数字.若利用1 - cosx = 2 sin 2 f ，则 

A = 10 7 (1 - cos 2。） = 2 X ( sinl 。） 2 X 10 7 = 6. 13 X 10 3 
具有三位有效数字（这里 sinl ° =0.0175). 

此例说明，可通过改变计算公式避免或减少有效数字的损失 . 
类似地，如果；^和 X 2 很接近时，则 


IgA 


lgX 2 


lg 


JCl 

Xi 


用右边算式有效数字就不损失.当 X 很大时， 


X + 1 + X 

都用右端算式代替左端 .一 般情况，当 f ( x )^ f ( x )时，可用泰 
勒展开 

f ( x ) - f ( X * ) : f ( X )( X - x ) + " 《 )( X - X * f + … 

取右端的有限项近似左端.如果无法改变算式，则采用増加有效 
位数进行运算，•在计算机上则采用双倍字长运算，但这要增加机器 
计算时间和多占内存单元. 

3 .要防止大数“吃掉”小数 

在数值运算中参加运算的数有时数量级相差很大，而计算机 
位数有限，如不注意运算次序就可能出现大数“吃掉”小数的现象， 
影响计算结果的可靠性. 
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例9在五位十进制计算机上，计算 

1000 

A = 52492 + y 6/, 

iTT 

其中 0. 1<6/<0. 9 . 

把运算的数写成规格化形式 

1000 

A = 0. 52492 X 10 5 + ^6, . 

iTT 

由于在计算机内计算时要对阶，若取6, = 0. 9,对阶时6,= 
0. 000009 X 10 5 ，在五位的计算机中表示为机器 0, 因此 

A= 0. 52492 X 10 5 + 0. 000009 X 10 5 + … + 0. 000009 X 10 5 
C 0. 52492 X 10 5 (符号 C 表示机器中相等）， 

结果显然不可靠，这是由于运算中出现了大数 52492“ 吃掉”小数 
6 , 造成的.如果计算时先把数量级相同的一千个6 , 相加，最后再 

加 52492, 就不会出现大数“吃”小数现象，这时 

1000 

0. 1 X 10 3 < 厂 6, < 0. 9 X 10 3 , 

iTT 

于是 

a 001 X ltf + 0. 52492 X 10 5 < A < 0. 009 X ltf + 0. 52492 X ltf ， 

52592< A < 53392 . 

4 .注意简化计算步骤，减少运算次数 

同样一个计算问题，如果能减少运算次数，不但可节省计算机 
的计算时间，还能减少舍入误差.这是数值计算必须遵从的原则， 
也是“数值分析”要研究的重要内容. 

例10计算多项式 

Pn ( x ) = anX n + an-1 x ' 1 + ■■■ a \ x a 

的值，若直接计算仿/再逐项相加 ，一 共需做 


n + ( n - U + 


■ ■国 


+ 2+1 




n ( n 1) 
2 
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次乘法和 n 次加法.若采用秦九韶算法 

S n — dn y 

Sk = xSk + \ + ak ( k = n - 1，-"，2，1，0)， f 3 .4) 

Pn ( X) = So . 

只要 《 次乘法和 《 次加法就可算出的值. 

在“数值分析”中，这种节省计算次数的算法还有不少.本书 
第3章介绍的 FFT 算法，就是一个最成功的范例. 

评 注 

本章第1节简要地介绍了数值分析的研究对象，它是计算数 

学的主要部分，关于计算数学介绍可参考仲国大百科全书_数 
学》中的有关条目.第2和第3节中介绍了误差的基本概念与误 
差分析的若干原则，数值计算中的舍入误差是一个困难而复杂的 
问题，目前尚无真正有效的定量估计方法，第3节中提到的向后误 
差分析法（见文献 f 8 7 ) 及区间分析法 w ，实际计算时仍有不少困 
难，对大型科学计算的误差估计仍难于使用.因此在本书中更着 
重对误差的定性分析，即对每个具体算法只要是数值稳定的，就不 
必再做舍入误差估计，至于方法的截断误差将结合不同问题的具 
体算法进行讨论. 


习 题 

1 .设0， x 的相对误差为6，求 In x 的误差. 

2 .设的相对误差为2%，求/的相对误差. 

3 .下列各数都是经过四舍五入得到的近似数，即误差限不超过最后一 
位的半个单位，试指出它们是几位有效数字. • 




X \ = 1. 1021， X2 = 0. 031 ， ^3 = 385. 6, 

xl = 56. 430, ‘ = 7 X 1. 0 . 

4 .利用公式 （2 3 j 求下列各近似值的误 差限： 

氺氺氺 氺氺氺 氺氺 

(i) X \ + X2 + x 4 , (ii) Xi x 2 X3 , (iii) X2 / x 4 • 

其中； 均为第3题所给的数. 

5 .计算球体积要使相对误差限为1%，问度量半径时允许的相对误 
差限是多少？ 

6 .设7。=28,按递推公式 

Yn = " 100 783 (n= U ， …） 

计算到 y 1() 。 .若取783 ^ 27. 982(5 位有效数字），试问计算 K 。。 将有多大 
误差？ 

7 .求方程 i - 56 ;c + 1 = 0的两个根，使它至少具有4位有效数字 

( 783^27. 982) • 

8 .当 W 充分大时，怎样求 ? 

9 .正方形的边长大约为 100 cm ， 应怎样测量才能使其面积误差不超过 
lcm 2 ? 


10 .设 g 卩，假定 g 是准确的，而对（的测量有 ±0. 1秒的误差，证 

明当 t 增加时 S 的绝对误差增加，而相对误差却减少. 

11 .序列满足递推关系 

= 10 y n .\ - 1 ( n = 1 ,2 , ■■■ J , 

若％ = 2^1. 41( 三位有效数字 j ，计算到抑时误差有多大？这个计算过程 
稳定吗？ 


12 .计算 /=( 2 - I ) 6 ,取2^1 .4,利用下列等式计算，哪一个得到的结 
果 最好？ 


(2 + 1 / 


(3 - 2 2尸， 


(3+2 2 ) 


99 - 70 2 • 
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13 ./ T ； cj = ln (^- / - 1)，求/(30)的值.若开平方用6位函数表，问 

求对数时误差有多大？若改用另一等价公式 

ln ( X - ^ - \ n ( x ^ 

计算，求对数时误差有多大 




第 2 章插值法 

2 1 引 言 

许多实际问题都用函数; y = /( X )来表示某种内在规律的数量 
关系，其中相当一部分函数是通过实验或观测得到的.虽然 fix ) 

在某个区间 A a, ~上是存在的，有的还是连续的，但却只能给出 
a， 上—系列点工的函数值; y ，= /( X- ) (i = 0 ,1 ,…， 《) ， 这只是 

一张函数表.有的函数虽有解析表达式，但由于计算复杂，使用不 
方便，通常也造一个函数表，如大家熟悉的三角函数表、对数表、平 
方根和立方根表等等.为了研究函数的变化规律，往往需要求出 
不在表上的函数值.因此，我们希望根据给定的函数表做一个既 
能反映函数/(幻的特性，又便于计算的简单函数尸（ X )，用 P ( x ) 
近似 f ( x ) .通常选一类较简单的函数（如代数多项式或分段代数 
多项式）作为 p ( X ) ， 并使 P ( Xi ) = /( X ) 对 《• = 0 ， 1 ，…， 《成立•这 
样确定的就是我们希望得到的插值函数.例如，在现代机械 
工业中用计算机程序控制加工机械零件，根据设计可给出零件外 
形曲线的某些型值点 （ JD ， y , ) = 0, 1，…， 《) ，加工时为控制每步 

走刀方向及步数，就要算出零件外形曲线其他点的函数值，才能加 
工出外表光滑的零件，这就是求插值函数的问题.下面我们给出 
有关插值法的定义. 

设函数 ; y = /( JC ) 在区间上有定义，且已知在点 a < X 0 < 
Xi < … < X ,, < 上的值; y 。 ， yi ，…， > ， 若存在一简单函数 ， 使 

P( xi) = yi ( i = 0 y l y y n) f 1 .1 j 

成立，就称 X ) 为 /( X ) 的插值函数，点 ^ , X \ , Xn 称为插值节 
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点，包含插值节点的区间/^，以称为插值区间，求插值函数的 
方法称为插值法.若 / Yx ) 是次数不超过《的代数多项式，即 

P ( x ) = a + a \ x mmm + a n x n , f 1 

其中 a 为实数，就称为插值多项式，相应的插值法称为多项 
式插值.若 / Yx ) 为分段的多项式，就称为分段插值.若 P ( x ) 为 
三角多项式，就称为三角插值.本章只讨论多项式插值与分段插值 . 

从几何上看，插值法就是求曲线 ； y = Pfx )， 使其通过给定的 
« + 1个点 （ x , •，: y ，） ，/ = 0，1，…，《，并用它近似已知曲线 y = f ( x ) ， 
见图 2-1 . 


V 


0 



插值法是一种古老的数学方法，它来自生产实践.早在一千 
多年前，我国科学家在研究历法上就应用了线性插值与二次插值， 
但它的基本理论和结果却是在微积分产生以后才逐步完善的，其 
应用也日益増多，特别是在电子计算机广泛使用以后，由于航空、 
造船、精密机械加工等实际问题的需要，使插值法在实践上或理论 
上显得更为重要，并得到进一步发展，尤其是近几十年发展起来的 
样条 （ spline ) 插值，更获得了广泛的应用. 

本章主要研究如何求出插值多项式，分段插值函数，样条插值 
函数，•讨论插值多项式 /V x ) 的存在唯一性、收敛性及误差估 
计等. 
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221 线性插值与抛物插值 


对给定的插值点为求得形如 （ 1 2 ) 的插值多项式可以有各种 
不同方法，下面先讨论1的简单情形，假定给定区间 / r ☆ ， m 7 
及端点函数值 y k = f ( Xk ) y y k+ 1 = f ( Xk + \ ), 要求线性插值多项式 
L ( X )，使它满足 

L\ ( Xk) = yk, h (Xk + \ ) = yk + \ . 


yi 



y = Li (x) 的几何意义就是通过两点 （ b ， 3^0 与， ， +1 ) 的直 
线，如图 2-2 所示， U ( x ) 的表达式可由几何意义直接给出 

L \ ( x ) = yk + ^ k+ 1 " ( x - Xk ) 斜式)， 

X k + 1 一 Xk 

(2 1 ) 


Li ( x) 


Xk^i - x 




X k+1 


Xk 


y 


X - Xk 


Xk+ 1 Xk 


yu i (两点式) 


由两点式看出，是由两个线性函数 


lk( X) 


X - Xk^i 
Xk Xk+ 1 


lk+i ( x) = ~ 

Xk+ 1 ■ Xk 


的线性组合得到，其系数分别为，及3^ +1 ，即 


(2 2 ) 





■ 24 ■ 


第 2 章插值法 


L ( x) = ykh( x) + ^+i h + i ( x) . (2 3) 

显然 ， Ik ( x ) 及 lk + 1 ( x ) 也是线性插值多项式，在节点 B 及 J ^+ i 上 
满足条件 

L( Xk) = 1 , L( Xk + \ ) = 0 ; 

lk+ 1 ( JCk ^ — 0 , lk +1 ( JCk +1 ^ — 1 . 

我们称函数 h ( x ) 及 h +l ( x ) 为线性插值基函数，它们的图形见 
图 2-3 . 



下面讨论2的情况.假定插值节点为：1，， : a + 1，要求 
二次插值多项式 hfx )， 使它满足 

Li ( xj) = yj (j = k - l y k y k+ l ). 

我们知道： y = x ) 在几何上就是通过三点 （n , >-i ) y (xk y y k ) y 

+ d 的抛物线•为了求出 L 2 (; c ) 的表达式，可采用基函数 
方法，此时基函数 h - Y ( x )， h ( x ：^ l k+ Y ( jc ) 是二次函数，且在节点 
上满足条件 


lk- \ ( JCk- \ ) — 1 ， 

Ik- \ ( jCj ) 二 0 

(j = 

k y k l ); 


Ik ( JCk — 1 , 

h ( xj ) = 0 

u = 

k - 1 , A ： + l ); 

(2 .4) 

lk+ \ ( JCk-\- 1 ^ — 1 y 

lk +1 ( JCj ) 二 0 

(j = 

k - \ ， k ). 



满足条件 (2 4) 的插值基函数是很容易求出的，例如求 Ux )， 因 
它有两个零点 •^及^ +1 ，故可表示为 
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h \ ( x) 




A( x - Xk)( x - Xk + \ ) y 


其中 A 为待定系数，可由条件 


Xk- 


定出 


A 


于是 


lk-\ ( x) 




同理可得 L( x) 


lk + i ( x) 


(Xk- 

i - Xk) (Xk-i - Xk + \ ) 

(X 

- Xk) ( X - Xk+l ) 

(Xk- i 

- Xk) ( Xk -1 - Xk + i ) * 

(X - 

Xk- \ ) ( X - Xk+i ) 

(Xk - 

Xk- \ ) ( Xk - Xk+i ) y 

( 

X - Xk-i )( X - Xk ) 


Xk 


- Xk -1 ) ( Xk+\ 


Xk ) 


二次插值基函数 i ( x ) ， △ ( x ) ， A . 1 ( x ) 在区间/ 1 ， 1 7上的 
图形见图 2-4 . 


yi 





2-4 



利用二次插值基函数 /u ( X )，立即得到二次 

插值多项式 


L 2 ( x) = yk-\ L- \ ( x) + ykL( x) + yk + i L + \ ( x) , (2 5) 

显然，它满足条件 L 2 ( A) = 7 = A ： - 1 ， A ：， 々 + 1) •将上面求得白勺 

L-x ( x ), h( x)，h “ (x) 代入 （2 5 ) ，得 


Z2 ⑺ 




Xk)( X - 
Xk )( Xk- i 


Xk ^\ 



Xk+ i 
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Xk - \ ) ( x - 

Xk-i ) ( Xk - 


Xk ^ 1 



Xk+ 1 





Xk-\ )( X - 
Xk -1 ) ( Xk+ i 


Xk ) 

■ Xk) 


222 拉格朗日插值多项式 


上面我们对 1 及2的情况，得到了一次与二次插值多 
项式 ( X) 及 Lz ( X) ， 它们分别由 （2 3) 与 （2 5) 表示.这种用插值 

基函数表示的方法容易推广到一般情形.下面讨论如何构造通过 
n + 1个节点％ < xi <…< 1的 n 次插值多项式 L « ( x ) ,假定它满 
足条件 


Ln ( xj ) = yj ( j = 0 y l n) . (2 6) 

为了构造我们先定义 n 次插值基函数. 

定义1 若 n 次多项式 = 0,1，… ，幻在 1个节点 

见 < XI < '" < Xn 上满足条件 


lj ( Xk) 


1 ， k = j; 

0 ， k 本 j • 


(j，k = 0 , 1 ， … ， ") 


(2 V 


就称这 n +1 个 n 次多项式 k ( x ) ， h ( x ) , 为节点％， 

Xl, Xn 上的 《 次插值基函数. 

当 1 及 2 时的情况前面已经讨论.用类似的推导方 
法，可得到〃次插值基函数为 


lk( X) 


( X - Jb ) mmm ( X - Xk- \ ) ( X - Xk + \ ) mmm ( X - Xn ) 

(Xk - Xb ) mmm ( Xk - Xk-i ) ( Xk - Xk + i ) mmm ( Xk - Xn ) 


(k = 0,1,. (2 .8) 

显然它满足条件 （2 .7) .于是，满足条件 （2 .6) 的插值多项式 

Ln ( X) 可表示为 


Ln( x ) = ^ ydk ( x ) • (2 .9) 

T^TT 

由/4幻的定义，知 
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Ln ( Xj ) = yk Ik ( Xj ) = yj ( j =0,\,- a , n ) . 

T ^ T 5 

开多如 （2 9) 的插值多项式称为拉格朗日 （ Lagrange ) 插值多 
项式，而 （2 3) 与 (2 5) 是 n = l 和 n =2 的特殊 情形. 

若引入记号 

C 0 ? + 1 ( x ) = ( x - JCb ) ( x - xi ) mmm ( x - Xn ), (2 .10) 

容易求得 

CO /+1 ( Xk) - ( Xk - Xo ) mmm ( Xk - Xk-i )( Xk - Xk + i ) mmm ( Xk - Xn) • 

于是公式 (2 9) 可改写成 

Ln ( x ) = y yk - ― • (2 . 11 ) 

t^TT ( X - Xk )CX + \ ( Xk) 

注意， 《 次插值多项式 L „ ( ; c ) 通常是次数为 《 的多项式，特殊 
情况下次数可能小于《 •例如，通过三点（见，>0， （ 力 ， ；yi ) ， 
(Xi , yi ) 的二次插值多项式 L 2 ( x ) ，如果三点共线，则 y = Li ( x ) 京尤 

是一直线，而不是抛物线，这时 Lfx ) 是一次多项式. 

关于插值多项式存在唯一性有以下定理. 

定理1 在次数不超过《的多项式集合中，满足条件 
(2 6) 的插值多项式 L „( x ) e H n 是存在唯一的. 

证明公式 (2 11) 所表示的已证明了插值多项式的存 
在性，下面用反证法证明唯一性.假定还有 x ) G / L 使 P ( x ：) 

= /( x ) ， / = 0 ， 1 ，…， 《 成立.于是有 Ln ( Xi ) - P( Xi ) =0 i = 0 , 
1，…， 《 成立，它表明多项式 - P( x ) ^ 有 «+1 个零点 
,X! ,■■■, X, 这与《次多项式只有《个零点的代数基本定理矛 
盾，故只能尸（ x ) = L,( x ) . 证毕. 

根据存在唯一性定理，若令 jc'm = 0， l ， …， 《可得 

n 

厂 Xk h( x) = x n , m = 0 , 1 ,. (2 12) 

T^TT 

若取 m = 0, 则 
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Y L( x) = I . (2 13) 

T^TT 

它可用来检验函数组 f /4 z ：=0， l ，…， W 的正 确性. 


223 插值余项与误差估计 


若在 f a , W 上用 ( X )近似 /( X )，则其截断误差为/^ ( X )= 
f ( x ) - L 4； c )， 也称为插值多项式的余项.关于插值余项估计有 
以下定理. 

定理2设 / n) ( X )在上连续，广 +U ( 幻在勿内存在， 
节点 见< XI <…< Xn < b ， Ln ( x ) 是满足条件 （2 .6) 的插值多项 


式，则对任何插值余项 


Rn( X )= 


f ( X ) - Ln( X ) 


氏) 




(n-h l) / 





(2 14) 


这里以 （ a ， 以且依赖于 ； c ， ca +1 (; c ) 是 （2 .10) 所定 义的. 

证明由给定条件知在节点 X k ( k =0,\, ■■■, 幻上为 
零，即 ( xa ： ) = 0(^=0 ，1， …， ，于是 


Rn( x ) = K ( x )( x - xo ) (x - x \ ) mmm ( x - Xn) = K ( x ) CA + \ ( x ) y 

(2 15) 

其中是与 X 有关的待定函数. 

现把 X 看成/"<2, /?_/上的一个固定点，作函数 

cpf t ) = f ( t ) - Ln( t ) - K ( x ) ( t - Xo ) ( t - X\ ) mmm ( t - Xn ) , 

根据插值条件及余项定义，可知 cp ( 在点见， Xi ，…，1及 x 处均 
为零，故在 fa ， bj 上有 n +2 个零点，根据罗尔 （ Rolle ) 定理， 
cp 7?) 在的两个零点间至少有一个零点，故 cp '(?) 在 / a ， W 内至 
少有1个零点.对再应用罗尔定理，可知 cp "(?) 在 / a / t / 
内至少有《个零点.依此类推， CP M+1) (?) 在 （ a ， 勿内至少有一个零 
点，记为€ e ( a ， 使 

cp fn+U (^)=广）氏） -( n + 1) ! K ( x ) = 0, 




于是 
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K ( x ) 




(n + 1) r 


€ ( a , b ) ，且依赖于 x 


将它代入 (2 15)，就得到余项表达式 (2 .14) .证毕. 

应当指出，余项表达式只有在/( X )的高阶导数存在时才能应 
用忑 在 （ a , ~内的具体位置通常不可能给出，如果我们可以求出 
maxi 广 +u ( x )\ = M " +1 ，那么插值多项式 L n ( x ) 逼近 /(幻的截断 

a < x< b 

误差限是 


/ Rn(x) 1< 


Mn 


( n + \) ! 


I ^ + i ( x ) I 


(2 16) 


当 1 时，线性插值余项为 


Ri ( x ) 


2 / 6 ^ x - ^ )( x - xi ) y 


^ € [ 处， x\ ] ; (2 17 ) 


当2时，抛物插值的余项为 


Ri ( X) = — f (^)(x - M) )( X - X\ ) ( X - X2 ) , 

6 


^ € [ jo y xi ] . (2 18) 

例 1 已给 sinO . 32 = 0. 314567, sinO . 34 =0. 333487, sinO . 36 
= 0. 352274,用线性插值及抛物插值计算 sinO . 3367的值并估计 
截断误差. 

解由题意取见= 0. 32,，= 0. 314567, Jd = 0. 34, y = 
0. 333487, =0. 36, $ =0. 352274 . 

用线性插值计算，取见 =0. 32及力 =0. 34,由公式 (2 1) 得 


sinO . 3367 - L (0. 3361) = yo + J —3367 - ^ ) 

Xl - 


二 0 • 314567 + 0 ^ f 2xo . 0167 = 0 . 330365 • 


其截断误差由 （2 17) 得 
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I Ri( x) 1< 


Mi 

2 


( ^ - 


Xb )( X - 


XI ) I y 


其中 M2 = max l /'( x ) l ， 因 f ( x ) = sinx , / ( x ) = - sinx •可取 
M = max I sinx \ = sinxi <0. 3335, 于是 

1 Ri (0. 3367 ) 1 = 1 sinO . 3367 - h (0. 3361) I 

< j X 0. 3335 X 0. 0167 X 0. 0033 < 0. 92 X 10 5 . 

2 


用抛物插值计算 sinO . 3367 时，由公式 (2 5) 得 


sinO . 3367~ yo 



X\ ) ( X - X2 ) ( x 

Xi ) ( Xo - Xi ) ( Xi 


Xd ) ( X - Xi ) 
^3)(X1 - X 2 ) 



(X - JOd ) ( X - X\ ) 

(X2 - Xb ) ( X2 - Xi ) 


= L 2 (0. 3361) 


= 0. 314567 X 


ft 7689 X 10 4 
0 . 0008 


+ 0. 333487 


X 


3. 89 X 10 
0. 0004 


+ 0. 352274 X 


- Q 5511 X 10 4 
0 . 0008 


= 0. 330374 . 

这个结果与 6 位有效数字的正弦函数表完全一样，这说明查表时 
用二次插值精度已相当高了 .其截断误差限由 （2 .18) 得 


I Ri( x) I < 


Mi 

6 


I ( X ■ )( X - X\ )( X - X2 ) I ， 


其中 


M 




max / f 丨 （ x ) I = cos^b < 0 . 828, 


0 < 


于是 


Rz(a 3367) I = I sinO . 3367 - h (0. 3361) I 


< - 7X0 . 828 X 0. 0167 X 0. 033 X 0. 0233 
6 

< 0. 178 X 10 " 6 . 
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231 均差及其性质 


利用插值基函数很容易得到拉格朗日插值多项式，公式结构 
紧凑，在理论分析中甚为方便，但当插值节点增减时全部插值基函 
数 h ( x )( k = 0,1, 均要随之变化，整个公式也将发生变化， 
这在实际计算中是很不方便的，为了克服这一缺点，可把插值多项 
式表示为如下便于计算的形式 


p n ( X) = Cb ai ( X - Xo ) + Ct ( X - Xo ) ( X - Xi ) 


+ ai ( x - xo ) maa ( x - Xn-\ ), 


(3 . 1 ) 


其中 a , a r 


On 


为待定系数，可由插值条件 


Pn ( Xj ) = fj ( j = 0 , 1 , ' ' * , 

确定. 

当 X = 见 ^ y Pn ( Xo ) = Cb = fo . 

当 x = xi 时，凡 （xi ) = O) + a ( x =/i ， 推得 

fl - fo 

CL — . 

Xi - Xo 






X2 时，凡 （ X2 ) = + a\ ( X2 


Xl )= f 2 , 推得 


- Xo ) + 02 ( X2 - Xb ) ( X2 - 


厂2 - fo 

X2 - J(b 

02 = 

X2 


fi - fo 

Xi - J(b 

Xi 


依此递推可得到 a ， …， a n .为写出系数 & 的一般表达式，先引进 
如下均差定义. 

定义2 称 f [ M ， x k ]= f ㈤ - 介％ 1 为函数/(幻关于点 
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, Xk 的一阶均差 . f [ Xb , Xi , Xk ] = "汕’ _ " 见’刀 / 称、为 

Xk - Xi 

/( X )的二阶均差 .一 般地，称 


f[Xo ， X\ ， " 、 Xk] 


ffXb.-'Xk-i.Xk] - ff Xo ， Xi ， Xk- 


Xk - Xk- 


为 /( X ) 的&阶均差（均差也称为 差商） • 
均差有如下的基本性质： 


(3 2 ) 


1 ° A 阶均差可表为函数值/ (^ ) ，…， /( X0 的线性组合，即 



k 

5 


_ f( Xi ) _ 

(Xj - Xb ) "-( Xj - Xj-I )( Xj - Xj + 1 ) "■( Xj 



(3 3 ) 

这个性质可用归纳法证明.这性质也表明均差与节点的排列次序 
无关，称为均差的对称性.即 


f[xo ， " 、 Xk] 


f[ x\ , XO , XI , mma , Xk] 


f [ x \ , mma , Xk , ] • 


2° 由性质 1° 及 （3 2) 可得 


f [ 知， … ， Xk] 


f f X\ ，…， Xk 1 - ffj(b, ma -Xk- 


Xk - Xo 


. (3 A) 


3° 若/(勾在/^，~上存在 n 阶导数，且节点％，…，1 e 


/ a ，/?/， 则^阶均差与导数关系 如下: 


f [ XO ，…， Xn ] 





n) (^) 


n 1 


€ [ a ， b ] • 


(3 5 ) 


这公式可直接用罗尔定理证明. 

均差的其他性质还可见习题.均差计算可列均差表如下 
(表 2 -U • 
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Xk 

f( 

一 阶均差 

二阶均差 

三阶均差 

Xo 

f( Xo ) 




X\ 

f( ) 

f[ Xo ,X\1 



X 2 

f( xi) 

f[ Xi f x 2 ] 

ff ， U2 / 


X3 

f( X3) 

f[ X 2 y X3 ] 

f[X\ ， X 2 ， X3 ] 

f[ XO , XI ， X2 ， X3 1 

^4 

f( m) 

f[ X 3 f X 4 ] 

f[X 2 y X3 f X4 ] 

f[ X\ y Xl y X?, y Xa] 

• • • 

• • • 

• • • 

• • • 

• • • 


四阶均差 


ff ： Xb ， X\ ， X2 ， X3 ， X4l 


232牛顿插值公式 

根据均差定义，把 X 看成 d 耐上一点，可得 

f(x) = f( xo) + f[X ， X0](X- Xo ), 

f[ x ， M ] = f [: Xb ， Xi ] + f[ X ， Xb ， X\ ] ( X ■ X\ ) y 


f[ X y Xb y mmm y Xn-\ ] 




f [ XO ， X\ ，…， Xn ] 

f [ X ， Xo ，…， Xn ] ( X ■ Xn ) 


只要把后一式代入前一式，就得到 

f ( X ) = f ( xo ) + f [ n ] ( x - Jb ) 

f[Xo,X\ , X2 ] ( X - Xo )( X - Xi ) m 
f [ Xo ， X\ ，…， Xn ] ( X ■ Xo ) mmm ( X - X 


n- 


f[ x ， :xb ，…， X" ]CX+ 1 ( x) 




Nn( X) + Rn( X ) ， 


其中 


Nn( x) = f(^) f[ y Xi ]( x - xp ) 

+ f[Xb y Xi , Xi ] ( X - Xb )( X - Xi ) + ■■- 

+ f [ M ，…， Xn ] ( X - Xo )' mm ( X - Xn-\ ) , f 3 .6) 

Rn( x ) = f( x ) - N n ( X) = f [ X ， JCd ，…， Xn ]Cx>i+\ ( X) y (3 1) 

ca +1 (x) 是由 （2 .10) 定义的 . 

由 （3 6) 确定的多项式见显然满足插值条件，且次数不 
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超过&它就是形如 （3 . 1 ) 的多项式，其系数为 

ak = f[M ， " 、 Xk] ( k = 0，1，…， • 

我们称为牛顿 （ Newton ) 均差插值多项式.系数瓜就是均 
差表 2 - 1 中加横线的各阶均差，它比拉格朗日插值计算量省，且便 
于程序设计. 

(3 7) 为插值余项，由插值多项式唯一性知，它与 （2 .14) 是等 
价的，事实上，利用均差与导数关系式 （3 .5) 可由 （3 .7) 推出 
(2 14) .但 （3 .7) 更有一般性，它对/是由离散点给出的情形或/ 

导数不存在时均适用. 

例 2 给出/(幻的函数表（见表2-2)，求4次牛顿插值多项 
式，并由此计算 /(()• 596) 的近 似值. 


首先根据给定函数表造出均差表 . 

表 2-2 


0. 40 

0. 41075 






0. 55 

0. 57815 

1. 11600 





0. 65 

0. 69675 

1. 18600 

0. 28000 




0. 80 

0. 88811 

1. 27573 

0. 35893 

0. 19733 



0. 90 

1. 02652 

1. 38410 

0. 43348 

0. 21300 

0. 03134 


1. 05 

1. 25382 

1. 51533 

0. 52493 

0. 22863 

0. 03126 

- 0. 00012 


从均差表看到 4 阶均差近似常数.故取 4 次插值多项式 
做近似 即可. 

Na ( x ) =0. 41075 + 1. 116( x - 0. 4) + 0. 28( x - 0. 4)( x - 0. 55) 

+ 0. 19133( x - 0. 4 "jc - 0. 55 j(;c - 0. 65 J 
+ 0. 03134 fx - 0. 4)( x - 0. 55)( x - 0. 65)( x - 0. 8 j , 

于是 

f (0. 596) a M (0. 596) = 0. 63192, 

截断误差 

I Ra(x) I-I f[M ， "- ， X5]Q(Q. 596) /< 3. 63 X 10 9 . 

这说明截断误差很小，可忽略不计. 
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此例的截断误差估计中， 5 阶均差 ZYx ， ％，…， A 7用 f [处， 
Jd ， … ， JC5 7 = - 0. 00012 近似•另一种方法是取 X = 0. 596, 由 
f(0. 596j~0. 63192, 可求得 f [ x ， M ， … ，及 7的近似值，从而可求 

得 I 苑 （ x ) I 的 近似. 

24差分与等距节点插值 


上面讨论了节点任意分布的插值公式，但实际应用时经常遇 
到等距节点的情形，这时插值公式可以 进一步 简化，计算也简单得 
多.为了得到等距节点的插值公式，我们先介绍差分的概念. 

241差分及其性质 


设函数3；=/(勾在等距节点见+从（/:=0 ，1，…，⑴上的 
值， = /( xO 为已知，这里/ I 为常数，称为步长. 

定义3 记号 

△/々 二 (4 . 1 ) 

△/々 二 h ， (4 2 ) 

6/, = f(x k 七 } il) _ f(x k - H2) = f k+ ^ - At (4 3) 

分别称为 / Yx ) 在 ； a 处以 / z 为步长的向前差分，向后差分及中心 
差分.符号△，△，6分别称为向前差分算子，向后差分算子及中心 
差分算子. 


利用一阶差分可定义二阶差分为 




一般地可定义 m 阶差分为 


A f k = A f k+ ^ - A /,; 

f k = A"' 1 f k - A ml / … 

因中心差心用到 fk +兮及 fk- ^ ■这两个值，实际上不是函数 
表上的值，如果用函数表上的值，一阶中心差分应写成 


^f k+ j ： - f k+l ■ f k ， k - 2" ~ f k ~ f k l > 
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二阶中心差分为 

f k - 6/“专 - 6 /V 爹， 

等等. 

除了已引入的差分算子外，常用算子符号还有不变算子/及 
移位算子£，定义如下. • 




Ef ‘ 


/“I ， 


于是，由 △/； = f k+ i - f k = Ef k - If k = ( E - /)/；， 可得 



同理可得 

△ =/-£' 6 = - E ^ . 


由差分定义并应用算子符号运算可得下列基本性质. 
性质1各阶差分均可用函数值表示.例如 

n 

△'7, 二（五- I) n fk 二 (- I) j E n - j f k 


v- iy 



△ > = (/- 


E ' ) n fk = - U 


八 E"f k 



= - l ^ J ] ( 4 5 ) 

其中 w = n(n ' l) "\ (n - ) + u 为二项式展开系数 . 

J J ! 

性质 2 可用各阶差分表示函数值.例如，可用向前差分表示 

fn + A ， 因为 

n 

f n+ k 二杧 fk 二 (/ + △)”/ 々二 ^ a j f k , 

于是 

n 

fn +k = ^ 以 fk • (4 6) 

性质 3 均差与差分有密切关系，例如，对向前差分，由定义 
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f[Xk ， Xk + 




U 


Xk+\ 


Xk 


A f k 
h 


f [ Xk ， Xt+i ， Xk+2 ] 


ff Xk+ 1 • Xk+2 


ff Xk , Xk+ 


Xk-\- 2 Xk 


一 般地有 



f [ Xk ， ■ ■ ■ ， Xk+ 

同理，对向后差分有 


m 


m ! h m 


A m f k ( m 


1，2,…，幻 •（4 .7) 


f[Xk ， Xk- 


■ , Xk- 


m 


m ! h 


m 




(4 . 8 ) 


利用 (4 7) 及 （3 5) 又可得到 

二 W )， (4 9 ) 

其中€ e ( b ， 这就是差分与导数的关系.差分的其他性质 
可参看本章习题. 

计算差分可列差分表(见表2-3)，表中 △ 为向前差分，△为向 
后差分. 


表 2-3 



AfA J 

A 2 (A 2 ) 

A 3 fA 3 J 

A 4 fA 4 J 

■ ■ ■ 

fo 







A/ofA/i j 





/l 


A 2 /ofA 2 / 2 ； 





A/ifA/ 2 j 


A 3 /ofA 3 / 3 J 



h 


△ 2 /“A 2 / 3 ) 


△ 4 /“A 4 / 4 ) 



A/2fA/3j 


A 3 /ifA 3 / 4 J 


• • • 

h 


△2/ 2 (A 2 / 4 ) 


• • • 



A/3fA/ 4 J 
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242等距节点插值公式 


将牛顿均差插值多项式 (3 6) 中各阶均差用相应差分代替，就 
可得到各种形式的等距节点插值公式.这里只推导常用的前插与 
后插公式. 

如果节点 Xk =见+ kh ( k =0, l , ■■- , n ) , 要 计算％ 附近点 x 的 
函数/(幻的值，可令+ 紿， 0<?<1，于是 

k 

COt + 1 ( x) = I~ ( x - xj) - t( t - \) mmm (t - k) }i + 1 . 

将此式及 (4 7) 代入 （3 .6)， 则得 

Nn( xo + th) = fo + ?A / 0 + t( t ■) ) A 2 /。 + … 



t( t - l ) mmm ( t - n + 1 ) 

n ! 


AVo, 


(4 10) 


称为牛顿前插公式，其余项由 （2 .14) 得 

R.(x) = t(t \ l) "\ ( !； n) h n+l f n+l> ^),e, e . 

(n + 1J / 

(4 11) 

如果要求函数表示附近的函数值/( X )，此时应用牛顿插 
值公式 (3 6)，插值点应按，…，％的次序排列，有 


Nn ( X) = f( Xn) + f[ Xn , Xn- \ ]( X ~ Xn ) 

+ f[ Xn ， Xn-i ， Xn-2 ] ( X _ Xn ) ( X - Xn- \ ) + ' '' 

+ f[Xn ， Xn-\ ， ." ， M](X- Xn ) mmm ( X - Xl ) • 

作变换 x = i -1< ?<0)，并利用公式 (4 8)， 代入上式得 


Nn ( Xn + th) = fn + ?A /„ + ^ ^^ ^ ^ fn + … 



n^_n Anfn ^ (4 12) 
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称其为牛顿后插公式，其余项 


Rn( X) = f ( x ) - Nn( Xn + tk ) 

t ( t + 1) ■ _ ■ 广 t + n ) h n+x f n+X) ) 
_ (n + \ ) ! 


(4 13) 


中 g E ( * Xb ， X « ) • 

通常求开头部分插值点附近函数值时使用牛顿前插公式，求 
插值节点末尾附近函数值时使用牛顿后插公式.如果用相同节点 
进行插值，则向前向后两种公式只是形式上差别，其计算结果是相 


同的. 


例3 给出 /( x ) = cosx 在 Xk = kh ， 众=0，1，-__，6，/7=0.1处 
的函数值，试用4次等距节点插值公式计算 /(0. 048) 及 /(0. 566) 
的近似值并估计误差. 

解先构造差分表.用牛顿向前插值公式 （4 .10) 计算 


f (0. 048) 的近似值，取 x = 0. 048, h = 0. 1 ， t = JLl ~^ = 0. 48,用 

n 


表2 -4 上半部差分，得 


表 2-4 


f ( ^ k ) 

A/f A f ) 

A 2 / fA 2 /J 

△ 3 /(八 3 /) 

A 4 /( A 4 /) 

△ 5 f ( A 5 f ) 

1. 00000 







- 0. 00500 





0. 99500 


- 0. 00993 





- 0. 01493 


0. 00013 



0. 98007 


- 0. 00980 


0. 00012 



- 0. 02473 


0. 00025 


- 0. 00002 

0. 95534 


- 0. 00955 


0. 00010 



- 0. 03428 


0. 00035 


- 0. 00001 

0. 92106 


- 0. 00920 


0. 00009 
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续表 



△/(△/) A 2 /fA 2 /J A 3 /fA 


- 0. 04348 


• 87758 


- 0. 00876 


- 0. 05224 


. 82534 





M (0. 048 ) = 1. 00000 + 0 48 X f - 0. 00500 ) 


0. 48 K 0. 48 - 1 


- 0. 00993) 


/0. 48)(0. 48 - 1 )(0. 48 - 2)(0. 00013) 


^(0.48)(0.48 - 1)(0. 4 S - 2)(0. 48 - 3)(0. 00012) 




0. 99885 


cosO . 048 


误差估计由 （4 .11) 可得 


I R 4(0. 048) /< 




- f I t ( t - l)(t - 2)( t - 3)( t - 4) I h 5 


< 1. 5845 X 10 7 , 

其中 M = I sinO . 61 <0. 565 . 

计算 f (0. 566) •可用牛顿向后插值公式 （4 .12 )， x = 0. 566 
a = 0. 6 y t = X , ^ = - 0. 34,用差分表 2-4 中下半部差分，得 


MfO . 566) = 0. 82534 - 0. 34 - 0. 05224 +(0. 66) 


- 0. 00876 


^ 1 0. 00044 . ,，、/ 0. 00009 

+ ( I - 66) - - - + 2 66 X ——— 

= 0. 84405 . 

于是 cosO . 566-0. 84405,误差估计由 （4 .13) 得 
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/ R 4 ( 0 . 566 ) 1 < 


M 



t ( t + l)(t + 2 )( 3 )( 4 ) 


< 1. 7064 X 10 7 , 

其中 M =0. 565 . 



25 埃尔米特插值 

不少实际的插值问题不但要求在节点上函数值相等，而且还 
要求对应的导数值也相等，甚至要求高阶导数也相等，满足这种要 
求的插值多项式就是埃尔米特 （H ermite ) 插值多项式.下面只讨 
论函数值与导数值个数相等的情况.设在节点<刀〈…< 

x n < b 上 ， yj = f ( xj ) y rrij = / ( 局 ）（j = 0 ， 1 ，…，，要求插值多项 
式 H ( x ) , 满足条件 

H ( xj ) = yj , H ' ( xj ) = rrij (j = 0 , l , - m , n ) . (5 .1 j 

这里给出了 2 n +2 个条件，可唯一确定一个次数不超过 2 n + 1的 
多项式 Hln + l ( x ) = H ( x ) ，其形式为 

// 2« + 1 ( x ) = a + a \ x mmm + ctn+i x n+x , 

如根据条件 (5 .1) 来确定 2 n +2 个系数 i ，显然非常 

复杂，因此，我们仍采用求拉格朗日插值多项式的基函数方法.先 
求插值基函数 O / ( X )及 h y = 0,1，…，，共有 2 n + 2个，每一 

个基函数都是2^+1次多项式，且满足条件 


Oj( Xk) 

:6„ : 

j ' k k o ； 

J - k ， 

( Xk ) = 

0 ; 

(5 2 ) 

^ ) 

二 0 , (Xk) : 

= 6# ( j ， k = 

0,1, … 

, n) . 



于是满足条件 (5 JJ 的插值多项式 H ( x ) = Hin + \ ( x ) 可写成用插 
值基函数表示的形式 

n 

Hin + \ ( x) = yPj ( x) + mj^j ( x)] • (5 3) 
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由条件 (5 2 ) ，显然有 Hin + \ ( Xk ) = yk y HL + \( Xk) = rm ，（ k=0 ， 

1 ， … ，幻 . 下面的问题就是求满足条件 （5 . 2 ) 的基函数及 
^j(x) . 为此，可利用拉格朗日插值基函数 h(x) •令 

Oj ( x) = ( ax + b) tj ( x ) ， 

其中 h( x) 是 (2 . 8 ) 所表示的基函数 . 由条件 （5 2 ) 有 

Qj ( xj) = ( axj + b) ij ( xj) = 1 , 

Oj ( xj) = lj ( xj ) [ alj ( xj) +2( axj + b) lj ( xj )]= 0 y 

axj b = 1 ; 

整理得 ， 

a + 2lj ( xj) = 0 . 

解出 

a = - 2lj ( xj) , b = 1 + 2 lj ( xj ). 

由于 


lj (x)= 

利用两端取对数再求导，得 



于是 




Oj ( x ) = I - 2 ( x - xj)Y — 1 — 1 )( x ) . (5 A ) 

T^75 Xj ■ Xk 

同理，可得 

^>j( x ) = ( X - Xj) ij ( x ) . (5 5 ) 

还可证明满足条件 (5 1) 的插值多项式是唯一的.用反证法， 
假设 h 及琺《 +1 (幻均满足条件 (5 .1)，于是 

cpf x ) = Hln + \ ( x ) - 蘇 《+1 ( x ) 

在每个节点 b 上均有二重根，即有2〃+2重根.但 cp (幻是 
不高于2〃+1次的多项式，故啊幻三0 .唯一性得证. 
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仿照拉格朗日插值余项的证明方法，若 /( X )在 （ a ， 幻内的 
+ 2阶导数存在，则其插值余项 


R( x) = f{x)- 


Hln + \ ( X) 





2n+2 ) 


(LX 


(In + 2) ! 



+ 1 




(5 6 ) 


其中 ge 且与 X 有关.具体证明请读者自行完成. 

作为带导数插值多项式 (5 3) 的重要特例是 《=1 的情形.这 
时可取节点为 B 及 h +1 ，插值多项式为满足条件 


H, (Xk) 


yk y H 3 ( Xk + \ 


少. 


H3 (Xk) = rm ， H3 ( Xk + \ ) 


(5 1) 


rrik^i 


相应的插值基函数为 O k ( x ) y Ok + i ( x ),^ k ( x )^ k + x ( x ), 它们满足 


条件 


Xk ) 




1 y ^ Xk-\- 1 ) 


0, 


Ok ( Xk) = ol ( Xk + x) 


0, 


CU+i ( Xk) 




0 ， Ok-^\ ( Xk+l 


OLl ( Xk ) = Ok+l ( Xk +： 
A: JCk ) — ^ ^ JCk+ l )— 

( Xk ) 二 11 ) 


Xk) = ( Xk^i ) 


0; 


0, 


k-\- 


0, 

0, 


k-\- 


Xk ) 


0 , p ) 


k+ 


Xk^r 


根据 （5 4) 及 （5 5) 的一般表达式，可得到 


2 


O k ( X) 




1+2 


X - Xk 
Xk + 1 Xk 


X - Xk^ \ 
Xk Xk+ 


2 


Ok^i ( x ) 




2 


X - Xk^i 
Xk Xk +1 


X - Xk 


Xu 


Xk 


^>k (x) = ( X - Xk) 


X - Xu\ 


Xk Xk+ 


2 


( x ) 




(X - Xk + 


X - Xk 


Xk+ 1 Xk 


2 


于是满足条件 (5 7) 的插值多项式是 


(5 .8) 


(5 9) 
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H 3 ( x) = yOk ( x) + yk+\Ok+\ ( x) m^>k( x) 

rrik + 1 (3^ + 1 ( x ), 

其余项 免（ x ) 二 f( x) - ft ( x) ，由 （5 .6) 得 


(5 .10) 


R3( X) 




~/ 4j (^)( ^ - Xk ) 2 ( x - X k+ 


2 


，以 


Xk ， Xk+ 


例 4 求满足 P( Xj ) = f ( Xj)(j = Q ， l ，2) 及 P ， （ xi ) = f ( xi ) 

的插值多项式及其余项表达式. 

由给定条件，可确定次数不超过3的插值多项式.由于此多 
项式通过点 （ : X 0 ， f ( ^ ) ) y ( XI ，/ Yxi 及 （ X 2 ， f ( r , 故其形式为 

P( x ) = f ( Xb ) + f [ Xo , Xi ]( x - Xb ) 

+ f [ Xo y X \ y X2](x - Xo ) ( X - Xi ) 

A( X - XO )( X - XI )( X - X2 ), 

其中 A 为待定常数，可由条件 P ' ( x .)= /( Jd ) 确定，通过计算可 
得 

^ 一 f ( X\ ) - f f M , X\ 1 - ( X\ - Xb ) ff Xb , Xi , X2 1 

(Xi - Xb )( Xi - Xi ) • 

为了求出余项 R(x) = f(x) - 的表达式，可设 

2 

x ) - f( x ) - P( x ) = k( X) ( X - Xo )( X - Xi ) ( X - X2 ) y 

其中从 x ) 为待定函数.构造 

cpf t) = f( t) - P( t) - k( X ) ( t - Xb )( t - X\ ) 2 ( t - Xi ) . 

显然 =0(7 = 0, 1， 2) •且 cp’fi ) =0，cp (4 =0,故 cp (0 在 

(a, 勿内有 5 个零点（二重根算两个）.反复应用罗尔定理，得 cp f4 \r) 
在（化以内至少有一个零点 L 故 

cp ⑷(。二 / 4> (^) . 4!k(x) - 0, 

于是 


k( x) = 



余项表达式为 
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R ( x ) 




4 • 



(4) 


(^) ( X - Xb )( X - X\ ) 2 ( X - Xz ) , ( 5 11) 


式中$位于 X 。， Xl ， X 2 和 X 所界定的范围内. 


26分段低次插值 


261 高次插值的病态性质 


上面我们根据区间以上给出的节点做插值多项式 Ln ( X) 

近似/( X )，一般总认为的次数《越高逼近/( X )的精度越 
好，但实际上并非如此.这是因为对任意的插值节点，当 / r ^ oo 时， 

不一定收敛到 f ( x ) • 20世纪初龙格 （ Runge ) 就给出了一个 

等距节点插值多项式不收敛到/( X )的例子.他给出的函数 
为/(幻= ]/ (1 + JC 2 )，它在 f - 5 ，5 J /上各阶导数均存在•在 / r - 5, 

57上取1个等距节点 b = - 5 + 10 —f /:=0，1，…，幻所构造的 


拉格朗日插值多项式为 


Ln ( X) 



1 


C0n + 1 ( X) 


2 


1 + Xj ( x - Xj )0X^1 ( Xj ) 



+ Xz ) ，则 Xi- 1/2 


i ， 表 2 _ 5 列出了 "2, 


4,…， 20 的的计算结果及在 n 2 上的误差 • 
可以看出，随《的增加 ，/? 的绝对值几乎成倍地增加.这 

说明当 / I — 00 时 L 在/ - 5,57上不收敛. Runge 证明了，存在一个 
常数 3. 63，使得当 I x I < c 时 ， lim Li ( x ) = f ( x )， 而当 I xl > (:时 

oo 

{ L n ( x )} 发散. 

下面取10,根据计算画出 }； = Lio ( x ) 及 y = V (1 + J 2 ) 在 
[- 5,57 上的图形，见图 2-5 . 
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表 2-5 


n 

f( ^n- 1/ 2 ) 

- 1/ 2 ) 

R( X n . \/ 2 ) 

2 

0. 137931 

0. 759615 

- 0. 621684 

4 

0. 066390 

- 0. 356826 

0. 423216 

mm 

0. 054463 

0. 607879 

- 0. 553416 

8 

0. 049651 

- 0. 831017 

0. 880668 

■■ 

0. 047059 

1. 578721 

- 1. 531662 

12 

0. 045440 

- 2. 755000 

2. 800440 

14 

0. 044334 

5. 332743 

- 5. 288409 

16 

0. 043530 

- 10. 173867 

10. 217397 

18 

0. 042920 

20. 123671 

- 20. 080751 

20 

0. 042440 

- 39. 952449 

39. 994889 


从图上看到，在 x = ±5附近 L 。（ x ) 与 f ( x ) =V (\ + x ) 偏离 
很远，例如 Lo (4. 8) = 1. 80438, / f 4. 8) = 0.04160 •这说明用高次插 
值多项式近似/(勾效果并不好，因而通常不用高次插值，而 
用分段低次插值.从本例看到，如果我们把 y=V (1 + X 2 )在节点 x 
= 0，±1，±2，±3，±4，±5处用折线连起来显然比 L 。 （ X )逼近 
f ( x ) 好得多 .这正是我们下面要讨论的分段低次插值的出发点. 
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262 分段线性插值 


所谓分段线性插值就是通过插值点用折线段连接起来逼近 
f ( x ) 设已知节点 a = xo < xi <…< X " = /?上的函数值 / o ，/!，…， 
f n , 1^5 hk = Xk + 1 - Xk , h = max / z ^ ，求一折线函数 /4 x ) 满足. • 

k 

1 。 记 L(x) € C[a ， b ] ， 

2° Ih (Xk) = fk ( k= 0, l, mmm , n), 

3° /4幻在每个小区间 + 上是线性函数。 

则称/以幻为分段线性插值函数. 

由定义可知在每个小区间 /Xt ， b +1 ^/上可表示为 


Ih( X) 




X - Xk^ 


Xk Xk+ 




X - Xk 


Xk +1 - Xk 




Xk < X < Xk + 


(6 1 ) 

若用插值基函数表示，则在整个区间 / 上 h(x ) 为 


h(x) = (6 2) 

其中基函数心 (x) 满足条件 h jk (j ， k = 0 ， \ ， … ， n ) ，其形式 


x - 




-Xj- 


xj - 1 < x < xj( j = 0 略去） 


lj ( x) 




X - Xj + i 


- Xj 


Xj < X < 




(j = n 略去 ） ,• 


(6 3 ) 


0, 


x 乏 [a ， b] ， x \ [ Xj -1 , Xj- 


分段线性插值的误差估计可利用插值余项 (2 17 ) 得到 


max / f( x) - Ih ( x) I < 


M 


k( x< -k+ 


max 1( x - Xk) (x - Xk+i) 


2 x k < — ^. + 1 


或 


max / f( x) - h ( x) I < 

a< b 


M 


2 


(6 . 4 ) 
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其中 M2 = max I f ( x ) 丨 • 

a< x < b 

分段线性插值基函数/^幻只在； C ; 附近不为零，在其他地方 
均为零，这种性质称为局部非零性质.当时 


1 = ^ lj ( X) = lk( X) + lk+\ (x) , 

故 y 


f ( x ) 

另一方面，这时 


= [lk( x) + lk+ \ ( x)] f( x ). 


Ih( x) = fklk( X) + fk+\ lk + \ ( x ). 

现在证明 lim/zzf x) = f( x) .考虑 

h-^0 

I f( x) - h( x) I < L( x) I f( x) - f k I 

+ 4+1 ( x) I f( x) - fk + \ I 


< [L ( x ) + L +\ ( x ) ] G )( hk ) = CxX hk ) < GX h ). 

这里 cof 幻是函数 / ( x ) 在区间 W 上的连续模，即对任意两点 
x' ， W /" a ， 办7，只要丨 Y - x " I ^ h , 就有 

I f(x ) - f ( x ) I < COf h ) 

称 0 d ( h ) 为 /(幻在/^，以上的连续模，当 f ( x ) € C / a ， W 时，就有 

limGOf h ) = 0 • 

h-^ 0 

由前式可知，当时有 

max / f ( x ) - L ( x ) I < Cd ( h ). 

a < b 

因此，只要 f ( x ) € C [ a ， bJ ，就有 


limlh( x)= 

h-^0 


f ( x ) 


在 f a ，/?/ 上一致成立，故 X ) 在 W 上一致收敛到 /Y X ) • 


263 分段三次埃尔米特插值 


分段线性插值函数4的导数是间断的，若在节点 x k (k = 
0，1，…，⑴上除已知函数值外还给出导数值// = m k ( k = 0, 
1，… ，幻 ，这样就可构造一个导数连续的分段插值函数 A ( ，它 
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满条件. • 


1 . h ( x ) € d [ a y b ] ( d [ a y 代表区间 /^， W 上一阶导数连续 
的函数集合）， 

2 . h ( Xk ) = fk y Ih ( Xk ) = fk ( k = O y l , mmm , n ), 

3 . 在每个小区间 / ju ， xt + i 7 上是三次多项式. 

根据两点三次插值多项式 （5 .10) • 可知 ， A ( x ) 在区间/ X /：， 
^ + 1 7上的表达式为 


Ih ( X)= 


X - Xk^i 2 


Xk Xk +1 





Xk+ i 


Xk 

- Xk 


f k + 


X - Xk 2 


Xk+ 1 Xk 




X - Xk^i 


Xk ■ Xk+ 1 


/々+ 



X - Xk^i 


Xk ■ Xk +1 





X - Xk 2 / 


Xk^i )/二 


(6 5 ) 


若在整个区间 f a，w 上定义一组分段三次插值基函数 a 7 ( X) 
及1(幻（7 = 0，1，"_，^)，则 M 功可表示为 


Ih( X) = fQj ( x ) + fj^j( x ) ] ^ (6 .6) 

其中分别表示为 


X - X] -1 
Xj - Xj. 1 

( x ) = x - xj + \ 

Xj - X J+ \ 

0， 

X - Xj- i 
Xj - Xj-\ 

( x ) 二 X - Xj + \ 

Xj - X J+ i 


. — JC - JC / H < x < A 

1+2 -， 

A-i - Xj ( j =0 略去）， 

1 + 2 JC - JC/ ^ ^ X < A +1 (6 1 ) 

々 ’ （j = n 略 去）， 

其他， • 

(X - Xj ) , Xj . 1 < x < Xj ( j = 0 略去）， 


2 

(X - Xj) , Xj < X < X J+ 1 (j = n 略去八 



其他. 


(6 . 8 ) 
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由于 Q /(( x ) 的局部非零性质，当 x € /^，1 7时，只有 
a(x)，a +1 (幻瓜（幻爪+1 (幻不为零，于是 (6 6) 的 M 幻可表示为 

h( x) = f/Ok ( x) -\- fk + 1 Qa ： + i ( x) -\- fk^>k( x) + fk + \ (3^+i ( x) 

(Xk < x < Xk + i ) . (6 .9) 

为了研究 M 幻的收敛性，由 （6 .7) 及 （6 .8) 直接得估计式 

0 < Oj( x) < 1, (6 10) 


I ^>k( x) I < y / ^ 


4 

^ i f x) / ^ 


(6 11 ) 


此外，当 /( x ) 是分段三次多项式时，/(幻的插值多项式 
/4幻就是它本身例如，当 /( x ) = 1时就有 


= 1 - 

当 [ Xk , Xk + x 7 时，就得 


Ok (x) + Ok+\ ( x) = l . (6 12) 

由 （6 9) 〜 （6 .12)， 当 [ x ky x k+ i 7 时还可得 

I f( x) - Ih ( x) I <Qk( x) I f( x) - fk I + CU+i ( x) I f(x) - fk + \ I 

+ (4 / 21)h[l fk / + / fix I] 

< Ok ( x) I f’ （ l)l hk + CU+i ( x) I f (^) I hc + \ 



4_ 

27 


"/;/+/ f 


k-\- 


I ] hk ， 


这里 €，n ^ ( Xk , Xk + \ )且依赖于 x • 因此对 n x ^ [ a , /成立 

IS 

max / f( x) - h( x) I < ~h max I f (x) I . (6 13) 

a< x < b 2^ I a< x < b 

这表明用逼近 /( x ) 时，它的界只依赖 / z ， 而与 x 无关 
因此，当 [a, W 时 


一 致成立.从而 得到: 


\imlh( x) 

/r>0 


f( x) 


定理 3 设 /€ 则当 / z ->0 时，在上一致 




收敛于 /(• 
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27三次样条插值 

上面讨论的分段低次插值函数都有一致收敛性，但光滑性较 
差，对于像高速飞机的机翼形线，船体放样等型值线往往要求有二 
阶光滑度，即有二阶连续导数.早期工程师制图时，把富有弹性的 
细长木条（所谓样条）用压铁固定在样点上，在其他地方让它自由 
弯曲，然后画下长条的曲线，称为样条曲线.样条曲线实际上是由 
分段三次曲线并接而成，在连接点即样点上要求二阶导数连续，从 
数学上加以概括就得到数学样条这一概念.下面我们讨论最常用 
的三次样条函数. 

271 三次样条函数 

定义 4 若函数 S ( x ) € d [ a ， b ] ， 且在每个小区间， a . i 7 
上是三次多项式，其中^) < XI 〈…< 1 = 6是给定节点，则称 
S ( x ) 是节点％， xi ，…， a 上的三次样条函数.若在节点 X ,上给 
定函数值》• = /( xj)(j = 0 ,1 r mm , … ， 并成立 

S ( xj ) = yj (j = 0,1, …，幻， (1 X ) 

则称 Wx ) 为三次样条插值函数. 

从定义知要求出^(4，在每个小区间/^,，力 +1 7上要确定4 
个待定系数，共有《个小区间，故应确定4/2个参数.根据在 
/上二阶导数连续，在节点 义（』=1，2 ,…， n - 1) 处应满足连 
续性条件 

S(xj - 0) = S(xj +0 )，^ (xj - 0) = ^ (xj + 0), 

xj - 0) = ^ ( xj 0) . (1 2) 

共有 3 n - 3个条件，再加上 Wx ) 满足插值条件 （7 .1)，共有 4^-2 
个条件，因此还需要2个条件才能确定 S ( x ) .通常可在区间 




■ 52 ■ 


第 2 章插值法 


端点 a = xo , b = xn 上各加一个条件（称为边界条件），可根据实际 

问题的要求给定.常见的有以下 3 种： 

1°已知两端的一阶导数值，即 


S r (^) = fo y S '( Xn ) = f'n . 

2 ° 两端的二阶导数已知，即 

(7 3 ) 

= f " 

其特殊情况为 

， Xn ) = f ： , 

(7 .4) 

^ ( Xo ) — 

( Xn ) = 0 . 

n .4 / 


(1 4/称为自然边界条件. 

3°当/( X )是以 x ,- 见为周期的周期函数时，则要求 Wx ) 也 
是周期函数.这时边界条件应满足 


S( ^ +0 j = S( Xn - 0 )，^ ( X0 + ^ (Xn ~ 0) y 

XO +0) = Xn - 0) , (15) 

而此时 (7 1) 中； y Q = ； y „ .这样确定的样条函数災 x ) 称为周期样条 
函数. 

272 样条插值函数的建立 

构造满足插值条件 （7 .1) 及相应边界条件的三次样条插值函 
数 Wx ) 的表达式可以有多种方法.例如，可以直接利用分段三次 
埃尔米特插值 （6 .6)，只要假定 ( xj )= m , 心 .= 0，1，… ，幻 ，再由 
(1 1) 可得 

n 

S( x) = [ yPj ( x) + m^j( x) ] , (1 6) 

其中是由 （6 .7),(6 .8) 表示的插值基函数，利用条件 
(1 2) 及相应边界条件 （7 3) 〜 （1 .5) 则可得到关于 mj(j = 0, 

1，的三对角方程组，求出冲则得到所求的三次样条函数 
S(x ). 

下面我们利用的二阶导数值^ (Xj) = Mj(j = 0 ， l ， …， 
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…表达 W x ) ， 由于 W x ) 在区间 f x , ， 々+1 7上是三次多项式，故 
57 X ) 在/，知 i /上是线性函数，可表示为 


^( x ) = 




x - Xj 

hj 


(1 V 


对 X )积分两次并利用 5 Y Xy ) = %及 5 Y A +1 ) = A + l ，可定出积 
分常数，于是得三次样条表达式 


S ( x ) 


= Mj 



+ Mj 


X - Xj ) 

6 hj 



yj + i 


M i+ 1 h 2 i 

6 



(j = 0,1, …， n - l) . (1 .8) 

这里 M ， y = 0 ， 1 ，…， n ， 是未知的.为了确定 M / ， j = 0，1，…， n ， 对 
求导得 




V ./+1 ■ 

hj 



Mj +1 

6 


Mj 


hj; 


由此可求得 

r/ / , \ — hi a/t III li/r . yj +i ~ yj 

S (Xj 0) = - Mj - Mj +\ 4 - • 

3 6 hj 

类似地可求出 Wx ) 在区间上的表达式，从而得 


(1 9) 


n v hj \ ,, h i ,, yj - yj - 1 

S ( Xj - 0) = 了 My-i + ——Mj + . - ， 

6 3 hj -1 

利用 S ， ( x j +0)= ^ (xj -0) 可得 

+ 2 Mj + A 7 M 7+ i = dj (j = 1,2 , …， n - lj ， 

n io ) 

其中 



hi -1 

hj-i + hj 




hj-i + hj 


j = 0,1, 


■ ■ ■ 


n, 
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dj = 6 


ffXi, X. i+ 1 / - ff X j-i , Xj / 

hj-i + h 


= 6 f [ Xj -\ , xj , x j+ \ ]. 


对第一种边界条件 (7 3)， 可导出两个方程 


2 Mo + Mi 


_6 


(f[Xo , Xi ] - 





Mn - 1 + 2 Mn = f'n - f [ Xn- X , Xn ]). 

hi - 1 


n n) 


n i 2) 


/r /r 

如果令入 。 =l y d = ~ ( f [ X ) y X \ ] - fo ) y \Jn = 1 , dn = ~ ( fL - 

f[Xnd ， Xn ])， 那么 (7 10) 及 (7 12) 可写成矩阵形式 

2 入0 M ) ch 

Mi 2 k Mi d 


w 


w 



w ... 

2 入 n - 1 Mn 


... .(1 13 ) 

dn - 1 


2 Mn dn 

对第二种边界条件 (7 4)， 直接得端点方程 

M - fo , Mn = f ： . (1 1A) 

如果令入。 = M « =0, d ) =2fo , dn =2/:，则 （7 .10) 和 （7 .14) 也可以 
写成 (7 13) 的形式. 

对于第三种边界条件 (7 5)，可得 

Mo = Mn , KnM\ + \^nMn- 1 + 2 Mn = dn ， (1 .15) 



h 

h - \ + h 




- An = ~~^ 1 , , dn = 

Hn - 1 + ho 


6 见 - 扃…乂 f7 和 p 15) 可以写成矩阵形式 

rt + 作 - 1 

2 入 1 |J 1 Mi d \ 

M2 2 入 2 Mi di 


入 n 


w w 



w 

2 入 n- 1 


Mn- 



2 Mn 


… .(1 16 ) 

dn - 1 

dn 




2 .7 三次样条插值 


■ 55 • 


(1 13) 和 （7 .16) 是关于 M / G =0，1， …，幻的三对角方程组， 

M 在力学上解释为细梁 在；^ 截面处的弯矩，称为的矩，方 
程组 (7 13) 和 (7 16) 称为三弯矩方程 .（7 .13) 和 （7 .16) 的系数矩 

阵中元素心，已完全确定.并且满足入； >0, M ； >0, A y + Mi = 1 . 

因此系数矩阵为严格对角占优阵，从而 （7 .13) 和 （7 .16) 有唯一解 . 
求解方法可见第5章第4节追赶法，将解得结果代入 （7 .8) 的表达 

式即可. 

例 5 设 f( x ) 为定义在 [27. 7,30 J /上的函数，在节点 Xi(i = O y 
1，2,3)上的值如下: 

f(x,)=f(21. 1) =4. 1，/(幻=/(28) =4. 3， 
f(x2)=f(29) =4. hf(x3)=f(30) =3 0 . 

试求三次样条函数 Wx )， 使它满足边界条件 5^27. 7) =3 .0, 
义 （30) = - 4. 0 . 

解先由 （7 .11) 及 （7 .12) 计算 /to = 0. 30, h h = l，Mi = 

TZ ^2 = ~ T , M 3 = 1, 入 o = 1, 入 i = 77 >2 =~T =y(f[xo y xi]- fo) 
15 Z 15 Z rh 




- 46. 666 , d\ = 6 f [ xo , xi , xi ] = - 4. 00002, di = 6 f [ x\ , xi , X3 ] 

- 2. 70000, d = T ~( - f[xi y X3])= - 17. 4 . 

m 


由此得矩阵形式的方程组 (7 .13) 为 


2 


13 



2 


10 

13 



2 


2 



2 

2 


M - 46. 6666 

M - 4. 00002 

M - 2. 7000 

M - 17. 4000 


求解此方程组得到 


M) - - 23. 531, M = 0. 395， M = 0. 830, M = - 9. 115 • 
将 M) , M2 , M3 代入表达式 (7 8) 得到（曲线见图 2-6) 
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13. 07278( X -28/ - 14. 84322( x - 28)+ 0. 21944 

- (x - 27. 7/ + 14 31358 (;c - 27- 7), x € [27. 7,287， 

0. 06583(29 - x) 3 + 4. 23417(29 - x ) + 0. 13833 
S ( x ) = , 

■ (jc - 28) 3 + 3. 96161 (x - 28) ， x € [2 名， 29] ， 

0. 13833(30 - x) 3 + 3. 96167(30 - x ) - b 51917 

■ (jc - 29/ + 4 51917( x - 29) , x € [29,3 Q ] • 
通常求三次样条函数可根据上述例题的计算步骤直接编程上 

机计算，或直接使用数学库中软件，根据具体要求算出结果即可. 



例6 给定函数 f ( x ) - 5< jc <5, 节点 b = - 5 + k 

1 + x 

(众= 0,1，…， 10) ，用三次样条插值求 Sio ( x ). 

取兄。（;^ = /(☆) f ^=0,1, ■■-,10), - 5) = f ( - 5), 

^10 (5) = f (5) •直接上机计算可求出在表 2-6 所列各点 
的值从表中看到，在所列各点 心 （ X )与/( X )误差较小，它可作为 
/(幻在区间 ^ - 5 ，5 J /上的近似，而用拉格朗日插值多项式 ho ( X) 
计算相应点上的值也见表2-6)，显然它与/(幻相差很 
大，在图 2-5 中已经看到它不能作为/(幻的近似. 
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表 2-6 



1 

S\o (x) 

ho ( x) 


1 

S\o ( x) 

ho ( x) 

1 + f 

1 + 

- 5. 0 

0. 03846 

0. 03846 

0. 03846 

- 2. 3 

0 15898 

0. 16115 

0. 24145 

- 4. 8 

0. 04160 

0. 03758 

1. 80438 

- 2. 0 

a 20000 

0. 20000 

0. 20000 

- 4. 5 

0. 04706 

0. 04248 

1. 57872 

- 1. 8 

a 23585 

0. 23154 

0. 18878 

- 4. 3 

0. 05131 

0. 04842 

0. 88808 

- 1. 5 

a 30769 

0. 29744 

0. 23535 

- 4. 0 

0. 05882 

0. 05882 

0. 05882 

- 1. 3 

a 37175 

0. 36133 

0. 31650 

- 3. 8 

0. 06477 

0. 06556 

- 0. 20130 

- 1. 0 

a 50000 

0. 50000 

0. 50000 

- 3. 5 

0. 07547 

0. 07606 

- 0. 22620 

- 0. 8 

a 60976 

0. 62420 

0. 64316 

- 3. 3 

0. 08410 

0. 08426 

- 0. 10832 

- 0. 5 

a 80000 

0. 8 2051 

0. 84340 

- 3. 0 

0. 10000 

0. 10000 

0. 10000 

- 0. 3 

a 91743 

0. 92754 

0. 94090 

- 2. 8 

0. 11312 

0. 11366 

0. 19837 

0 

1. 00000 

1. 00000 

1. 00000 

- 2. 5 

0. 13793 

0. 13971 

0. 25376 






273误差界与收敛性 


三次样条函数的收敛性与误差估计比较复杂，这里不加证明 
地给出一个主要结果. 

定理4设 f(x) € C [a ， b ]， 为满足第一种或第二种边 
界条件 (7 3) 或 （7 .4) 的三次样条函数，令 /z= max h , h - xi + \ - 

0< i< n- 1 

xi ( i = O y lr " ,n - 1)， 则有估计式 

max / f k> ( x) - ^ k> ( x) I < Ck max / f 4> ( x) I it— k ， k = 0,1,2, 

a< x< b a< x< b 


其中 G 




384, 


Ci 



n iv 


这个定理不但给出了三次样条插值函数 wx ) 的误差估计，且 
当 / z -> o 时， 5 Y 4及其一阶导数 Y ( x ) 和二阶导数4均分别一 
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致收敛于 f( 乂) ， f ( x) 及 f(x ). 

评 注 

插值法是一个古老而实用的课题.它是函数逼近，数值微积 
分和微分方程数值解的基础.本章讨论了拉格朗日插值公式及牛 
顿插值公式，前者在理论上较为重要，后者在计算插值多次式及求 
函数近似值较为方便且节省计算量.等距节点插值是应用中最常 
见的，利用差分及牛顿前插与后插公式即可，还有利用中心差分得 
到的其他类型插值公式，因使用较少本章没有介绍，如有需要可参 
看文献/37 . 

对充分光滑的被插函数可采用微分形式的误差估计给出误差 
限，其他情形可利用均差形式给出误差估计的近似值.但由于高 
次插值存在病态性质 ，一般 实际计算很少使用高次插值，更多使用 
分段低次插值，特别是三次样条插值，由于它具有良好的收敛性和 
稳定性，又有二阶光滑度，因此在理论上和应用中均有重要意义， 
本章只对最常用的三弯矩方程做简单介绍 ，一 般的样条函数理论 
和 B- 样条等更详细内容读者如有需要可参看文献 /4,5,107 等. 

习 题 

1 •当 x = 1， - 1，2 m , f ( x ) = 0 , - 3,4,求 /( x ) 的二次插值多项式. 


给出 /( 又) 

= Inx 的数值表 




0. 4 

0. 5 

0. 6 

Inx 

- 0. 916291 

- 0. 693147 

- 0 510826 

X 

0. 7 


a 8 

Inx 

- 0. 356675 


- 0. 223144 







用线性插值及二次插值计算 luO. 54 的近似值. 

3 .给出 cos^,0°< 90°的函数表，步长 h-Y - (1/ 60厂，若函数表具有 

5位有效数字，研究用线性插值求 cos % 近似值时的总误差界. 

4 .设勾为互异节点(7 = 0,1，…，…， 求证： 


%. 

n 


k 


Xjlj( x) 


k 




(k = 0 ， 1 ，■■■，〜，• 


k 


(Xj - x) lj( x) 


(k = 1 ， 2 ，… ，⑴. 


•设 /(x) € C [ a ， b]K f ( a ) =/(幻= 0，求证: 


max I f ( x ) I < ~ ( b - a ) 2 max I f ( x ) I • 

x< b o b 

6 .在 -4<; c <4 上给出 f ( x ) = e x 的等距节点函数表，若用二次插值求 
#的近似值，要使截断误差不超过10_ 6 ，问使用函数表的步长 A 应取多少？ 

7 •若; y „ = 2 /7 ，求 A 4 > 及6 4 > . 

8 . 如果/(又)是 m 次多项式，记 △/( = f ( x + h ) - f ( x ) ，证明 /( 的 

灸阶差分^7(幻（0<6</^是讲- 6次多项式，并且 △ /w+/ /(;cj = 0(/ 为正整 
数）. 

9 •证明 △( fkgk ) = fk^gk + gk + \ Nfk • 


10 . 


y 

K= 0 


fng 


fi go - y ~ . 


11 .证明 ^ A 2 yj = Ay n - A y 0 . 


i=0 


12 •若 f(x)-O) + a \ x + mmm + a n - 
X 2 ，…，知，证明： 


a n 


f 有〃个不同实根 xi 




X \ 


J (xj) 


Q，Q < k < n - 2 
a n l , k = n - 1 • 


13 .证明 n 阶均差有下列性质. • 


i ) 若 R 4 = c /( 幻，贝 lj ，及，…，又 „7 = c / 7 xo ，及，… ， Xn ]; 

ii ) ^ F ( x ) = f ( x ) + g ( x ) ,JHIJ 

F [ 处， X \ ，…， Xn ] = f [ Xo ， X\ ，…， Xn ] + g [ Xo ， X\ ，…， Xn ] 

14 . f ( x ) = x + x + 3 x + l ， 求 

f [ 2 ° f 2 l ，…， 2 7 7 及 f [ 2 0 ， 2 ' ，…， 2 8 ] • 
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15 .证明两点三次埃尔米特插值余项是 

x ) = f A) (^)( x - xkf ( x - Xk +\ ) 2 / 4 /, ^ € ( xk y xk +\ ) , 

并由此求出分段三次埃尔米特插值的误差限. 

16 .求一个次数不高于4次的多项式使它满足 P (0) = P r (0) = 
0, P ( l ) = P r ( l ) = l f P (2) = 1 . 

1 7 .设 /( 幻 =1/ n + 戶），在 - 5< ^< 5 上取 n = 10,按等距节点求分段 
线性插值函数计算各节点间中点处的 / h ( x ) 与 /(幻 的值，并估计 
误差. 

18 .求 f ( x ) = /在上的分段线性插值函数/以并估计误差. 

19 .求 f ( x ) = x 4 在上的分段埃尔米特插值，并估计误差. 

20 .给定数据表如下： 

X 』 0. 25 0. 30 0. 39 0. 45 0. 53 

% 0. 5000 0. 5477 0. 6245 0. 6708 0. 7280 

试求三次样条插值 5 Y 4, 并满足条件. • 

i ) 570.25) = 1.0000, 570.53) = 0.6868; 

ii ) 570. 25)= WO . 53) =0 • 

21 .若 f ( x ) 6亡 [ a ， b ] ， S ( 4 是三次样条函数，证明： 

i ) / [ f ( x)fdx - f [^( x)fdx 

J a J a 

=([ fix ) - ^( x)] 2 dx 

J a 

r h 

+ 2] S r ， ( x )[ f ( x ) - S ' r ( x )] dx ; 

ii ) 若 /( a ) = 5 Y a ) (/ = 0 ， 1 ， ■_ ■，⑹，式中又/为插值节点，且 a = xo < x \ 

< ■■■ < =办，贝 1 J 

f a S n ( x )[ f ( x ) - ^ ( x)]dx 

= S "( b )[ f ( b ) - S '( b )] - S ( a )[ f ( a ) - S '( a )] . 
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31函数逼近的基本概念 

311 函数逼近与函数空间 

在数值计算中经常要计算函数值，如计算机中计算基本初等 

函数及其他特殊函数，•当函数只在有限点集上给定函数值，要在包 
含该点集的区间上用公式给出函数的简单表达式，这些都涉及到 

在区间 d 耐上用简单函数逼近已知复杂函数的问题，这就是函数 
逼近问题.上章讨论的插值法就是函数逼近问题的一种.本章讨 
论的函数逼近，是指“对函数类 A 中给定的函数/( X )，记作 f ( x ) 
€ A , 要求在另一类简单的便于计算的函数类中求函数 p ( x ) e 
S ， 使 〆 x ) 与/( X )的误差在某种度量意义下最小”.函数类 A 通 

常是区间上的连续函数，记作称为连续函数空间， 
而函数类通常为《次多项式，有理函数或分段低次多项式等 • 
函数逼近是数值分析的基础，为了在数学上描述更精确，先要介绍 
代数和分析中一些基本概念及预备知识. 

数学上常把在各种集合中引入某些不同的确定关系称为赋予 

集合以某种空间结构，并将这样的集合称为空间.例如将所有实《 
维向量组成的集合，按向量加法及向量与数的乘法构成实数域上 

的线性空间，记作 R "， 称为《维向量空间.类似地，对次数不超过 
为正整数）的实系数多项式全体，按通常多项式与多项式加法 
及数与多项式乘法也构成数域 R 上一个线性空间，用从表示，称 
为多项式空间.所有定义在/ " a , 上的连续函数集合，按函数加法 
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和数与函数乘法构成数域 R 上的线性空间，记作 C[a ， b] .类似地 
记 C[a ， b] 为具有 p 阶连续导数的函数空间. 

定义1设集合 S 是数域 P 上的线性空间，元素 X. ^ 

义如果存在不全为零的数 a ，…， a ep， 使得 

Ql +■■■+◦« X n — 0 , ( \ X) 

则称 I ，…， 1 线性相关•否则，若等式 n .1) 只对 Ch =a 2 = … =a 
= 0 成立，则称 Xl ， ' * ' , Xn 线性无关. 

若线性空间 S 是由《个线性无关元素; n ，…， x, 生成的，即对 
" 者 [5 有 


X = C \\ X\ + ■■- + On Xn y 

则 xi 称为空间 S 的 一 组基，记为 S = spanf xi ，…，，并 

称空间 S 为 n 维空间，系数 Ch ，…， CL 称为 jc 在基，…，^下的 
坐标，记作 ( a ，…， a )， 如果 s 中有无限个线性无关元素 XI ,■■■, 
I ，…，则称 S 为无限维线性空间. 

下面考察次数不超过《次的多项式集合，其元素 p(x) e 
Hn 表示为 

p( x) = a + a\ x ■ + a n x n , f 1 

它由 n -\- l 个系数 （ a ， ai ，…， & ) 唯 一 确定 . 1， x ， …，/线性无关， 
它是 的 一 组基，故 //« = spanf 1 , X ，…，且 （ a ， a ， …， a n ) 

是 〆 x ) 的坐标向量，//,,是 n + 1 维的. 

对连续函数/(幻€ CYa / t /， 它不能用有限个线性无关的函数 

表示，故/?/是无限维的，但它的任一元素 /( 4〔 C / a ， W 均可 
用有限维的 〆 x ) € 逼近，使误差 max \ f( x) - p( x) I <£ ( X 为 

x < b 

任给的小正数），这就是著名的魏尔斯特拉斯 ( Weierstrass ) 定理. 

定理 1 设 f( x) € CYa ， 以，则对任何 e >0, 总存在一个代数 
多项式，使 

||/( x) - p( x) \\ ^ < £ 


在 [ a ， b ] 上一致成立 . 
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这定理已在“数学分析”中证明过.这里需要说明的是在许多 
证明方法中，伯恩斯坦 （5 epH 山 TePrn ) 1912年给出的证明是一种构 
造性证明.他根据函数整体逼近的特性构造出伯恩斯坦多项式 


Bn ( /, X) 


L f 


k 


n 


Pk( x); 


(I 2) 


其中 


Pk(x) = ? x k (l - X) 

k 


n 

k 


n( n - l) mmm ( n - k-\- \) 

k! 


为二项式展开系数，并证明了 


lim Bn ( f y x ) = f ( x ) 在 /D ,1/ 上一致成立，•若 /(尤）在/ 0 ， 17 上 m 阶 

^—►oo 

导数连续，则 

lim B ( n m) ( f y x ) = f m) ( x ) • 

这不但证明了定理1，而且由 n .3) 给出了 /(幻的一个逼近 
多项式.它与拉格朗日插值多项式 


Ln ( X ) = f ( Xk ) Ik ( x ) y ^ lk ( x ) = 1 

很相似，对 S 4/， x )， 当 f ( x ) = l 时也有关系式 

n n 

yp k (x) = Y n , x {\ - x) n ' k = i. (i a) 

k = 0 K = 0 k 

这只要在恒等式 

n 

z x n \ 打 k n - k 

(^ ^ y ) = ) k x y 

中令 1 - jc 就可得到•但这里当/ 0，17 时还有 P k ( x )> O y 
于是 


y I Pk(x) I = 

k = 0 


y Pk ( x )= 

lc = 0 


1 


是有界的，因而只要丨 f ( x ) I <6 对任意 X € / 0 , 17 成立，则 
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/ Bn ( f , x ) I < ^max / f ( x ) I 

、、 k = 0 


I P k ( x ) / <6 


有界，故凡是稳定的.至于拉格朗日插值多项式 Ln ( x ),^ 


于 f / h ( x ) I 无界，因而不能保证高阶插值的稳定性与收敛性 . 

\= 0 

相比之下，多项式凡（/，幻有良好的逼近性质，但它收敛太慢，比 
三次样条逼近效果差得多，实际中很少被使用. 

更一般地，可用一组在 C [ a , ~上线性无关的函数集合 

fcp/f X )入来逼近 /( X ) € C [ a ， w ， 元素 spanfcpt ( x ) , 

i — yj 

cpi ( x ) r " x )} C [ a ， b ] ，表示为 

cpf x ) = a)Cpb ( x ) ( x ) + ■■- + an(Pn ( x ) . (15) 

函数逼近问题就是对任何在子空间 o 中找一个 
元素< ( X ) e 中，使 /( xj - cp * ( X )在某种意义下最小. 

312 范数与赋范线性空间 


为了对线性空间中元素大小进行衡量，需要引进范数定义，它 
是 R ” 空间中向量长度概念的直接推广. 

定义2设 S 为线性空间， xC 又若存在唯一实数 || _ ||，满 
足条件 .• 

( 1 ) || x || > 0,当且仅当 X 二0时， || x || 二 O ，， （正定性） 

(2) || ax || 二 / a / || x || ， a ^ R ； (齐次性） 

(3) II x + y || < II x || + || y || ， x，;y € S .( 三角不等式) 
则称 II _ II 为线性空间 S 上的范数，^与 II _ II — 起称为赋范线 
性空间，记为 X . 

例如，在 R " 上的向量 x = ( Jd ，…，/ € R ”， 三种常用范 

数为 

|| x °o 二 max I Xi I ， 称为 00 - 范数或最大范数， 
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x 1 - y ix 」， 称为卜范数， 

iTT 

I x || 2 = Xi 2 , 称为2- 范数. 

\TT 

类似地对连续函数空间 C [ a ， b]$fe CYaW 可定义三种常 
用范数如下： 

|| /|| oo = maxl/fxjl , 称为 oo - 范数， 

b 

b 

II / II 1 = f a I f ( x ) I dx ，称为 1- 范数， 

II /II 2 二 Jj 2 ( x)dx 2 , 称为 2 -范数 • 

可以验证这样定义的范数均满足定义2中的三个条件. 

313 内积与内积空间 

在线性代数中， R w 中两个向量 X = ( a ，…，及 ： v = 
(3^ ，…， >/的内积定义为 

(x, y) = xi yi + ■■■ + x n y n • 

若将它推广到一般的线性空间 X ，则有下面的定义. 

定义3 设 X 是数域 K ( R 或 C ) 上的线性空间，对 " u , X , 
有 K 中一个数与之对应，记为 （ v ) ，它满足以下条件： 

(1 ) ( u y v) = ( v , u) , v€ X; 

(2) (Ou, v) =0( u, v ), Q € K, v€ X; 

(3 ) ( u+ v, w) = ( u, w) + ( v, w) , " v, X; 

(4) ㈠ ，幻 >0,当且仅当 i / = 0 时， ㈠ ， u)=0 . 

则称 ㈠ ， V )为 X 上 M 与 V 的内积.定义了内积的线性空间称为内 
积空间•定义中 （1) 的右端称为 （ M ， V )的共辆，当 K 为实数 

± 或 R 时 （ 以， v) = ( v, 以） • 

如果 （A v ) =0,则称^与 v 正交，这是向量相互垂直概念的推 
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广.关于内积空间性质有以下重要定理. 


定理2 设 X 为一个内积空间，对" X ，有 

I ( u ， v) I 2 < ( u, u)( v, v) . f 1 .6) 

称为柯西-施瓦茨 （ Cauchy - Schwarz ) 不等式. 

证明当 v = 0时 （ 1 .6) 式显然 成立. 现设#0,贝 lj ( V ， v) > 0, 
且对任何数入有 


2 

0 < (以+入 v ， w + 入 v ) = ( w ， w )+2 A ( w ， v )+ 入 


取入 = - ( u, V)/ ( V, v) ，代入上式右端，得 


(u y u) - 2 


/ ( u. v) I 

^ , 

V, v) 


2 


/ (u. v) I 

V, v) 


2 


> 0 


即得 v ^ O 时 


2 


I ( U ， V) I < ( u y u)( V y v). 


证毕 


定理 3 设 X 为一个内积空间， MM ，…， we X ，矩阵 


(U ,U\) ( U2 y Ul ) ■ ■ ■ ( Un y Ul ) 

(U , It2 ) ( Ul , Ul ) ■" ( Un , It2 ) 

G = 

• 争 # 籲 ## 籲 ## 

(M , Un ) ( 142 y Un) ■■- ( Un y Un) 


n v 


称为格拉姆 （ Gram ) 矩阵，则 G 非奇异的充分必要条件是 m ， 
Ul ，…， Un 线个生 无关. 

证明 G 非奇异等价于 detG #0, 其充要条件是齐次方程组 


J^OjUj , Uk = uj y Uk pj = 0, k = 1,2, -- y n (l .8) 

只有零解，•而 


y~ OjUj = Ql U\ O 2 Ul + OnUn - 0 (l 9) 


^~ dy Uj , \~ dj Uj — 0 


QjUj ， Uk = 0 ， k = 1 , 2 , ■■■, n . 
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从以上等价关系可知， detG 矣0等价于从 （1 .8) 推出 a =a 2 
=…== 0，而后者等价于从 （ 1 .9) 推出 cii = cb =…== o ，即 

以1 ，淡，…， w 线性无关. 证毕. 

在内积空间X上可以由内积导出一种范数，即对于X，记 

|| w II = ( U ， u ) ， (I 10) 

容易验证它满足范数定义的三条性质，其中三角不等式 

II W + V II < II W II + II V II (I 11) 

可由定理2直接得出，即 

Ml M || + II v|| /= || uV + 2\\u\\ || v|| + || v || 2 

> (u, u) + 2( u y v) + ( v y v) 

= (u-\-v y u-\-v)= II u + v || 2 , 

两端开方即得 （1 11). 

例 1 R 〃 与 C 〃 的内积•设 x y y ^ R n y x =( x\ y mmm y Xn ) T y y = 
(y ,■■■,>/ ，则其内积定义为 


(y) = y .12) 

i^T 

由此导出的向量 2 -范数为 

2 7 

Xi . 

若给定实数 CO>0(W= 1 ，…， 《) ， 称 fcoj 为权系数，则在 R" 上可定 
义加权内积为 

n 

(x, y) = Cdixiyi , (1 13 ) 

i^T 

相应的范数为 

n 丄 

I X II 2 = 2 • 

iTT 

不难验证 n .13) 给出的 （;c，3；) 满足内积定义的 4 条性质.当 Q = 1 
( i = 1，…，⑴时， n 13) 就是 n 12) • 




2 


X, x) 


2 





■ 68 ■ 


第 3 章函数逼近与曲线拟合 


如果 ueC ' 带权内积定义为 

n 

( x y y ) = , (l 14) 

iTT 

这里 fCOj 仍为正实数序列，璜为 y 的 共轭. 

在上也可以类似定义带权内积，为此先给出权函数的 
定义. 

定义4设/是有限或无限区间，在/^，以上的非负函数 
Pf 尤)满足条件. • 

( 1 ) f a x k p ( x)dx 存在且为有限值 0=0,1，■■■)， 

b 

(2) 对办7上的非负连续函数 x ) ，如果 y * Xp ( x)dx = 

0 , 则 g ( x )=0 . 

则称为上的一个权函数 • 

例2 CYaW 上的内积•设 f ( x ), g ( x ) € C [ a ， b ]， p ( x ) 是 
[ a , 以上给定的权函数，则可定义内积 

( f ( x ) ， g ( x )) =J p ( x ) f ( x ) g ( x)dx . (I 15) 

J a 

容易验证它满足内积定义的 4 条性质，由此内积导出的范数为 

^ b ^ 

II f ( x ) \\ 2 = ( f ( x ) y f ( x )) 2 = J p ( x ) f ( x)dx 


(I . 16 ) 

称 （1 .15) 和 （1 .16) 为带权 P ( jc ) 的内积和范数，特别常用的是 
的情形，即 

(f( x) ， g( x)) = f f( x)g( x)dx, 

J a 

b 2 

II f( h = J f( X)dx • 

J a 

若 ^， cp ， ，…， cp „ 是 Cfa , w 中的线性无关函数族，记 cp = 
spanfcp ) , cpi ■ , cp „7, 它的格拉姆矩阵为 
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( cpb,cpbj ( cp^cpd … fcpb ,cpj 

fcpi ,cpbj fcp! ,cpo ■■- fCP! ,cp „) 

G = GfCO ), CP ! ，…， cp „) = • 

• 癱參 •癱參 •争# 

fcp,,cpbj fcp^cpj ■■- f cp,, cp ,) 

(1 .17) 

根据定理 3 可知 CP ) ，中，…， qx 线性无关的充要条件是 detGfcpb , 

cpi ， … ，私）关 o • 

32 正交多项式 

正交多项式是函数逼近的重要工具，在数值积分中也有重要 
应用. 

321 正交函数族与正交多项式 

定义5 若 /( x ) ， x ) € C / a ， b ] y p ( x ) 为 [ a ， W 上的权函数且 

满足 

( f ( x ) ， g ( x )) = f p ( x ) f ( x ) g ( x)dx =0， (2 1) 

J a 

则称 /( 4 与 X ) 在/ *<2, 上带权 P ( X ) 正交.若函数族 (Po ( X ) y 

cpi ( x ) ，…， cp " ( X ) ， …满足关系 

b Q j zjL 

fcp 7 ,cpO - f p ( x ) q ) j ( X ) cp k ( x)dx = ’（12) 

J a Ak >0, j = k . 

则称 fcp * ( X ) }是[ a , W 上带权 p ( x ) 的正交函数族，•若 A ^1，则称 

之为标准正交函数族. 

例如，三角函数族 

1， cosx , sinx , cos 2 x , sin 2 x , ■■- 

就是在区间 / r - n ， n 7 上的正交函数族•因为对/：= 1，2,…有 
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(I y l ) = 31 , ( sin kx y sin kx ) = ( cosA：x ,cos kx ) = n ， 

而对 k ， j = \ ，2,…，当 k 幸 j 时有 （ coskx , sinkx ) = (1 ， coskx ) = f 1, 
sinkx ) = 0 ; 


(cos kx y cos jx ) = (sin kx } sin jx ) = ( coskx , sin jx ) = 0 • 

定义 6 设 cp «( X ) 是 / r (2, w 上首项系数⑶矣 o 的 n 次多项式， 


P ( X ) 为 [ a ， W 上权函数，如果多项式序列满足关系式 
(2 2)，则称多项式序列 fcp ^ W ^ r 为在 M ， W 上带权正交，称 
x ) 为 [ a ， 以 上带权 p ( x ) 的 n 次正交多项式 • 

只要给定区间&，/及权函数均可由一族线性无关的 
幂函数 fl ， X ， …， X ，…人利用逐个正交化手续构造出正交多项式 
序列沖 《 ( ^)}^° •* 


C(>) (X) = 1 , 


n - 


^n( X) 




X 


I 


x . CD / ( x )) 
( cpj ( x ) y cpj ( x )) 


<Pj(x) 


(n = l ，2 ，…） 


(2 3) 


这样得到的正交多项式序列有以下性质. • 


(1) cfXfx ) 是具有最高次项系数为1的 n 次多项式. 

(2 ) 任何 n 次多项式 Pn ( x ) € Hn 均可表示为 CP 。（ X ) ， 

( X )，…，的线性 组合. 

(3) 当技 j •时， （ cp , ( x ) ，私（ x )) = 0,且 cpj x ) 与任一次数小于 

的多项式正交. 

(4) 成立递推关系 

cp«+i ( x ) = ( x - On jcp „ ( x ) - |3" cp "- 1 ( x ) ( n = 0,1 , 


其中 


(2 A) 


^ ( x ) = 1, ( P-i ( x ) = 0 , 
a = ( XPn ( x ) , cp /7 f x ) )/ (( Pn ( x ) , cp , ( x ) ) y 

= ((Pn( X) ,CP ，( X) )/ ((Pn-l ( X) ^n-l ( X) ) ( U = 1,2 , …）， 
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这里 （邓 《 ( x ) , cp « ( x ) ) = f ( x ) p ( x)dx . 

J a 

(5) 设是在 M ， W 上带权的正交多项式序列， 
W \^> n ( x )( n >\)^ n 个根都是在区间 （ a ， 幻内的单重实根. 

以上性质证明可见/2厂下面给出几种常见的正交多项式. 

322勒让德多项式 


当区间为/ " - 1 ， 17 ,权函数 p ( x ) 三1时，由 f 1， x ， 正 
交化得到的多项式就称为勒让德 （Legendre ) 多项式，并用 P 0 ( x ), 
Pi ( x ) ,' mm ,^ Pn ( x ) ，… 表示•这是勒让德于1785年引进的 .1814 年 
罗德利克 （Rodrigul) 给出了简单的表达式 

Po ( 幻二 1 ， p n (x) - ^r~ f f^{(^ 2 - 1/7 

(n 二 1，2，_")， (2 5 ) 

由于 （x 2 - 1/' 是 2 n 次多项式，求《阶导数后得 

Pn ( x ) = ~~ ~ ( 2 n ) ( 2 n - I ) mmm ( n -\- \ ) x + cu i x ' 1 + … + 從， 

2 n ! 


于是得首项 / 白勺系数一溫•显然最高项系数为！的勒让 
德多项式为 


Wl ( x ) = 


n! d n 

(2 n ) ! d x 


[(x 


勒让德多项式有下述几个重要性质: 
性质1 正交性 




Pn ( X) Pm ( X)dX = 


0， 

2 

2 n + 1 ’ 


m 本 n ; 

m = n • 


证明令 - 1厂，则 

cp ⑷ (土 lj = 0 ( k = 0,1 , …， n - lj • 


(2 6 ) 


(2 V 
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设 2(4 是在区间 f - l ， u 上有^阶连续可微的函数，由分部积分 
知 

J P„f x) Q( x)dx^ t Q( x )^ n， ( x ) dx 

= - ^ ( x )^ <n ( x )^ x 


2 n • 


、}f ' Gi n) ( x ) cp ( x)dx . 


下面分两种情况讨论. 


( U 若2(幻是次数小于 n 的多项式，则故得 



Pm ( X)Pn( X)dX = 0 y 


当 n _ m • 


⑺若 Q( x ) = Pn( x ) 


2 n n j 


n) / 、 广 2 /2) ! n 

? ⑺ + …， 


2 ( n !) 


Gi n ) ( x ) 




( 


(2nJJ 

2 n n ! 


于是 



(2n) ! r l , 


2 


- l) n dx 


2 2n (n!) 


! ^J x (l - x ) n dx 


由于 


fj 1 - x2 ^ dx =To 


■ /I ■ _ ■ 


cos 


tdt 


2 n 




. (2 n + l ) 


故 



P 2 n ( x)dx 




2n+ l y 


于是 (2 7) 得证. 
性质 2 奇偶性 
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Vn ( - X) = ( - l ) n Pn ( x ) . (2 . 8 ) 

由于 = - 1/是偶次多项式，经过偶次求导仍为偶次 

多项式，经过奇次求导则为奇次多项式，故为偶数时为偶 
函数，《为奇数时为奇函数，于是 （2 .8) 成立. 

性质 3 递推关系 

考虑1次多项式 XVn ( X ), 它可表示为 

xPn ( x) = cpPo ( x) + ( x) + ■■- + ai+i P«+i ( x ). 

两边乘并从 -1 到 1 积分，得 

1 1 

J xPn ( x)Pk( x)dx = akj P^k ( x)dx . 

当 k < n - 2 时，次数小于等于1，上式左端积分为 
0, 故得级 = 0 .当 n 时，为奇函数，左端积分仍为0,故 

On = 0 •于是 


其中 


XVn ( X) 


On- 



= On \ Vn-\ ( X) + an+\ Pn+1 ( X ), 
2n ; if XPn( X)Pn-l( X)dX 

Z ^ - 1 


2 n - 


2 n 


n 


2 


2 


An - \ 


2 n + l y 


Cln+ 1 


2^+3 


2 



XPn ( X)Pn + l ( X)dX 


_ 2^+3 _ 2( n + 1 ) _ n + \ 

= 2 ' (In + \)(2 n + 3) = 2 n + \ y 

从而得到以下的递推公式 

(n + \ ) P« + i ( x ) = (2 n l ) xVn ( x ) - nPn \ ( x ) 

(n = 1,2 , 

由 Po ⑺ = l y ^( x ) = x ， 利用 （2 .9) 就可推出 

P 2 ( x ) = (3 x - 1/2， 

^3 ( x ) = (5 x - 3 x )/ 2, 

P 4( x ) = (35 x - 30 x + 3/ 8, 


(2 9) 
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Ps ( x ) = (63 x - 10 x + I 5 x )/ 8, 

P 6 ( x ) = (23 lx - 3 l 5 x + 105 x -5)/16, 

■ ■ ■ 

图 3-1 给出了 Po ( x) y Pi ( x )， P 2 ( x )， P 3 ( jc ) 的图形 • 



性质 4 在区间 f - 1，1 J /内有 n 个不同的实 零点. 

323 切比雪夫多项式 

当权函数= — ^―，区间为 1 ， 17 时，由序列（ 1 ， 

1 - JC 

X ，…， / ， … J 正交化得到的正交多项式就是切比雪夫 
( Chebyshev ) 多项式，它可表示为 

Tn( x ) = cosf narccosx ) ， I x I < l . (2 10) 

若令 X = COS ㊀ ，则 X ) = COS /0， O <0 <TT • 

切比雪夫多项式有很多重要性质. • 

性质5递推关系 

Tn + \ ( x ) = 2 xT n( x ) - Tn-\ ( x ) ( H = 1,2, …）， 

To ( x ) = 1, Tx ( x ) = x . (2 11) 
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这只要由三角恒等式 

cosf n-\- I )B = 2cos0cos/0 - cosf n-1) ㊀ 
令 JC = COS 0 即得.由 （2 .11) 就可推出 

Ti ( x ) = 2 x 2 - 1， 

T3 ( x ) = 4 x - 3 x , 

T \ ( x ) = 8 X - 8 x 2 + 1 , 

Ts ( x ) = 16 x - 20 x + 5 x , 

Te ( x ) = 32 x - 48 x + 18 x - 1, 

■ ■ ■ 

T ,( x ) ,^( x ), T2 ( x ), r 3 ( x ) 的函数图形见图 3-2 • 

由递推关系 （2 .11) 还可得到的最高次项系数是2”- 1 

(n>l ). 





图 3-2 


性质6 切比雪夫多项式 f 在区间/ - 1， u 上带权 


P ( x ) = v 1 - X 正交，且 



Tn ( x ) Tm ( x)dx 

1 - X 


0 , 

0 _ 

2 


n 本 m; 

n = m 幸 0; (2 12) 


n , 


n = m = 0 . 
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事实上，令 x = co 石，则 dx 


irBcB ， 于是 



Tn ( X) Tm ( X) 


2 




n 

dx = J ^ cos /0 cos ^0 c 6 


0, 

n _ 

2 


n ^ m; 


n 


m 本 0 


n 


n 


m = 0 


性质 7 Tik ( x ) 只含 x 的偶次幕， T2k +\ ( x ) 只含 x 的奇次幕. 

这性质由递推关系直接得到. 

性质8 7；(幻在区间 f - 1， U 上有^个零点 


Xk 


cos 




2n 


k 


1，…， n • 


此外，实际计算中时常要求/用 To ( x )， T ] (幻，…， Tn ( x )^ 


线性组合表示，其公式为 


ii 

T 


X 


2 


1 - n \ 

k = 0 


n 


k 


Tn- 2k (• 


这里规定 To ( x ) = I . n = l ，2, …， 6 时的结果如下 




To ( x ) y 


x = Ti ( x ) y 


(2 13) 


2 


2 


(To ( x ) + T 2 ( x )) ， 


3 




4 


(3 Ti ( x ) + Ts ( x)) y 


4 




(3 To ( x ) + 4 Ti ( x ) + Ta ( x )) y 


5 


x - ^(10 Ti ( x ) + 5 T 3( x ) + Ts ( x)) y 

16 


6 


x - ZZ ( lOTo ( x ) + \5 Ti ( x ) + 6 T 4 ( x ) + Te ( x )). 
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324其他常用的正交多项式 


一般说，如果区间 / r A /及权函数 P ( 幻不同，则得到的正交多 
项式也不同.除上述两种最重要的正交多项式外，下面再给出三 
种较常用的正交多项式. 

1 .第二类切比雪夫多项式 

在区间 f - l ， u 上带权 P (幻=1 - X 的正交多项式称为第 
二类切比雪夫多项式，其表达式为 

u n ( x ) = + narccosxZ f2 .14) 

1 - x 

令 X=COS0 ， 可得 

1 n 

J 'Un( x)Um( x) 1 - i dx = sinf n l j0sinf m + 1 )BdB 


0 ， m ^ n; 

n 

—r ， m = n 


即是 f - 1 ， 17 上带权 1 - x 2 的正交多项式族.还可得到 
递推关系式 


Uo ( x) = 1, U\ ( x) = 2x y 

Un+l ( x) = 2 XU n ( X) - Un-\ ( X) ( H = 1,2, …）. 

2 .拉盖尔多项式 

在区间/0, + oo ) 上带权的正交多项式称为拉盖尔 
( Laguerre ) 多项式，其表达式为 


Ln( X) 


= e 


d n 


dx 


/ n ~ x \ 

rf e ) 


(2 15) 


它也具有正交性质 



Y 0， 

e x Ln( x)Lm (x)dx = 9 

(n!f ， 


m ^ n; 
m = n ， 
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和递推关系 


Lo f xj = 1, Li ( x) = 1 - x, 

L n+ \ ( x) = ( l 2n - x)Ln( x) - ri hn \ ( x) ( n = 1,2 , 

3 .埃尔米特多项式 

在区间 （- oo , +00)上带权^2的正交多项式称为埃尔米特 
多项式，其表达式为 


Hn( X) 


n x 


2 




(- U e 


d n 


dx 


: fe 



(2 16) 


它满足正交关系 



' 2 Hm ( X)Hn( x)dx = 


并有递推关系 


0 , 

Tn /n , 


m 丰 n ; 

m = n ， 


Ho ( x) = 1 ， Hi ( x) = 2x y 


HL+i ( x) = 2xHn ( x) - 2nRn \ ( x) ( n = 1 ， 2, • 


33 最佳一致逼近多项式 


331 基本概念及其理论 


本节讨论 f G C[ a ， b] ， 在 Hn = spanf 1， x ， …，中求多项式 


Pn (X )，使其误差 

II / - Pn 


max / /fxj - P n (x) I 


=mm 

p e h 

n n 


f - Pn 


这就是通常所谓最佳一致逼近或切比雪夫逼近问题.为了说明这 

一概念，先给出以下定义 . 

定义 7 设 € Hn y f(x) € C[a ， b ] ，称 

Af /, Pn ) = \\ f - Pn II co = max / f(x) - P n (x) I (3 1) 

a< x < b 


为 f(x ) 与 凡 （ x ) 在上的偏差 • 

显然 Af /, P n ) >0, △(/，凡）的全体组成一个集合，记为 
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fAf/, 八）人它 有下界 0 .若记集合的下确界为 


En 


inf fAf/, P n )} 


p e h 


inf max / f( x ) - 

P e H a< b 


Pn ( X) I ， 


(3 2 ) 

则称之为 /( x) 在/^， /?/ 上的最小偏差 • 

定义8 假定 f ( x ) € CYa，/7/， 若存在 K ( x ) ^ Hn 使得 

Af /, Pi ) = En, (3 3) 

则称 P: (x ) 是 /( x ) 在 / a , 上的最佳一致逼近多项式或最小偏 
差逼近多项式，简称最佳逼近多项式. 

注意，定义并未说明最佳逼近多项式是否存在，但可证明下面 
的存在定理. 

定理4 若/(幻€ C/^， 以，则总存在 K (jc) € IL ， 使 

II f(x) - P ： (X) \\^ = En . 

证明略，可参考/27 . 

为了研究最佳逼近多项式的特性，先引进偏差点的定义. 

定义9 设 f( x) G C[ a ， b] ， P ( x) G H n ， 若在 x = 见上有 
/ P( j(b ) - f(xo)l= max / P( x) - f(x) I = |J , 

a< b 

就称％是 x ) 的偏差点. 

若 P( Xb ) - /( % ) = M ， 称 ^) 为 “ 正 ” 偏 差点 . 

若% % = - M ，称％为“负”偏 差点. 

由于函数 P ( x ) - /(幻在/^，/7/上连续，因此，至少存在一个 
点；^ € / (2, 使 

/ P( Xo ) - f (: Xb ) I = \j , 

也就是说的偏差点总是存在的.下面给出反映最佳逼近多 
项式特征的切比雪夫定理. 

定理5 P(x) € Hn 是 /(x) e C/^，/7/ 的最佳逼近多项式的 
充分必要条件是八幻在/^，以上至少有 n + 2个轮流为“正”、“负” 
的偏差点，即有 n +2 个点 x\ < X2 < … < 2 < 使 
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P ( x k ) - f ( Xk ) = ( - 1 /CT II P ( x ) - /( X ) II oo ， CT 1， 

(3 A ) 

这样的点组称为切比雪夫交错点组. 

证明只证充分性.假定在 fa , ~上有《+2个点使 （3 .4) 成 
立，要证明是/(幻在上的最佳逼近多项式.用反证 
法，若存在 Q ( x ) € Hn f Q ( x )6 P ( x ) , it 

II f ( x ) - Q ( x ) \\ ^ < || f ( x ) - P ( x ) \\ <^ . 

由于 

P ( x ) - Q ( x ) = [ P ( x ) - f ( x )] - [ Q ( x ) - f ( x )] 

在点 xi ， a ，…， Xn + 2 上的符号与 P ( Xk ) - f ( Xk )( k = l，-"，n + 2) 一 
致，故 P ( x ) - 也在 n +2 个点上轮流取 “ + ”号.由连 

续函数性质，它在 f a , W 内有 n +1 个零点，但因 P ( x ) - Q ( x )6 0 
是不超过《次的多项式，它的零点不超过《 .这矛盾说明假设不 
对，故就是所求最佳逼近多项式.充分性得证.必要性证明 
略，可参看/^7 . 

定理5说明用 P ( x ) 逼近 /( X )的误差曲线 }；= P ( x ) - f ( x ) 
是均匀分布的.由这定理还可得以下重要推论. 

推论1 若 /( x ) € CYa ， 以，则在中存在唯一的最佳逼近 
多项式. 

证明略. 

利用定理5可直接得到切比雪夫多项式的一个重要性 
质，即 

定理6 在区间 f - 1， U 上所有最高次项系数为1的 n ) k 多 
项式中，与零的偏差最小，其偏差为_ . 

证明由于 

叫幻 二 ^brT n (x) - x - p ： .,(x), 
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^ 叫 X )丨=―; 


■ max / Tn ( x ) I 
- 1 < 1 




T' x 


且点 b = cos ~^n ( 々= 0, 1 ，… ，…是 ( x ) 的切比雪夫交错点组， 

n 

由定理5可知，区间 f - 1，17 上分在 中最佳逼近多项式为 
( X )，即是与零的偏差最小的多项式.定理得证. 

例3 求 f ( x ) =2 x + X +2 x - 1 在卜 1,17上的最佳2次逼 
近多项式. 

解由题意，所求最佳逼近多项式 A (幻应满足 


max I f ( x ) - Pi ( x ) I = min 
1 < 1 


由定理 6 可知，当 


f ( x ) - P2 ( x ) = ^ T ,( x ) = 2 X 

时，多项式 f ( x ) - Pi ( x ) 与零偏差最小，故 


尸2 ( X ) = f ( X ) 


T^(x) 


7_ 


就是 f ( x ) 在[- 1， U 上的最佳2次逼近多项式 


332最佳一次逼近多项式 


定理 5 给出了最佳逼近多项式的特性，但要求出 P(x) 
却相当困难.下面讨论 n = l 的情形.假定 f ( x ) e e [ a ， b ], 互 
/ ( x ) 在 （ a ， b ) 内不变号，我们要求最佳一次逼近多项式 Pi ( x ) = 
a a x . 根据定理 5 可 知至少有 3 个点 xi < a < X 3 < /?， 使 

Pi ( Xk ) - f ( xk ) = (- l) k (J max / P \ ( x ) - f ( x ) I 

ci< x < b 

(Cf =± 1 , 卜 1,2,3). 
由于 / ( 在 / a ， 上不变号，故 / ( 单调， / (- 從在 
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内只有一个零点，记为力，于是 

Pi ( X2 ) - f ( X2 ) = a - f ( X2 ) = 0 ， 即 /' ( X2 ) = ai • 

另外两个偏差点必是区间端点，即 XI = =匕且满足 

P' ( a) - f( a) = Pi (b) - f(b) = - [ Pi ( X2) - f( xi)] • 

由此得到 


O) + a a - f( a) =Cb + CL b ■ f( b )； 

ao + a a - f( a) = f(xi) - ( ch + a xi ). 

解出 


代入 （3 5) 得 


a 


f(b) - f( a) 
b - a 


f'(xi )， 


O ) 


f( a) + f(X2) 

2 


f(b) 二 f( a) a + xi 
b - a 2 


(3 5) 


f3 6 ) 


(3 7 ) 


这就得到最佳一次逼近多项式 A ( X )，其几何意义如图 3-3 所示 . 
直线3；= 与弦平行，且通过 M 2 的中点/)，其方程为 




2 


[f( a) + f( X2) ] + a x - 


a + X2 
2 



例 4 求 /( x ) = 1 + x 2 在/ X )， 1 /上的最佳一次逼近多项式. 

解由 （3 6) 可算出 


a\ 


2 - 1 ~ 0. 414, 





4 最佳平方逼近 


■ 83 • 


X /( x ) = —故 X2 2 = 2 - 1,解得 

\ + X \ + X2 



于是得1+ i 的最佳一次逼近多项式为 

P \ ( x ) = 0. 955 + 0. 414 X ， 

即 1 + jc 2 s 0. 955 + 0. 414 jc ,0 < x < 1; (3 .8) 

误差限为 

max / 1 + X - P \ ( x ) / < 0. 045 . 

0< 1 

在 (3 S ) 中若令 x = i < l ， 则可得一个求根式的公式 

d 

d + b 2 - 0. 955 a + 0. 414/7 . 
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341 最佳平方逼近及其计算 

现在我们研究在区间 f a ， /上一般的最佳平方逼近问题.对 


f ( x ) ^ C [ a ， b ] 及 中的一个子集 °P = spanfcp ) ( x ) , 

cpi ( x ) ■ , cp„f x ) 人 若存在 5 ( x ) € cp , 使 


II f ( x ) - S ( x)\\l = 


min 

S(x) €cp 


\ f ( x ) - S ( x ) I 


2 

2 


= s minf p ( x )[ f ( x ) - S ( x)fdx .(4 1) 

则称 〆 （ x ) 是 /( x ) 在子集 cp CYa ， W 中的最佳平方逼近函数 • 
为了求 〆 由 （4 .1) 可知该问题等价于求多元函数 
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1( a 


， a ， … ， On) = Jp(x) 


n 

y of^j ( x) - f( x) dx 


(4 2) 


的最小值•由于 1( cb y a ，…，仏）是关于， ai ，…，仏 的二次函数， 
利用多元函数求极值的必要条件 


即 



= 0 ( k = 0,1, ■ ■ ■ , n j , 



Ok 


p( x ) a y cp, ( x) - f( x) cp k ( x)dx = 0 


于是有 

n 

x) ,(Pj( x))cu = (f( x) ,cpfe ( x)) 


(k = 0 ， 1 ，■_■，"） ， 

(k = 0 ， 1 ，…， • 


(4 3) 

这是关于 a ， a ， …， a 的线性方程组，称为法方程，由于 cpb ( x )， 
(功，…，线性无关，故系数 detGfcp ) , cpi ，…， cp «) 矣0,于是 
方程组 (4 3) 有唯一解仿=^ ( k =0 f l f …，⑴，从而得到 

S (x) = a (Po (x) + ■■■ + a n (p n ( x). 

下面证明 〆 （ x ) 满足 （4 .1)，即对任何 S ( x ) € cp ， 有 

f b p(x)[f(x) - 5 * (x)] 2 dx<fp(x)[f(x) - S(x)] 2 dx . 

J a J a 


(4 A ) 


为此只要考虑 


b 


b 


D 




p(x)[f(x) - S(x)] 2 dx - ( P(x)[f(x) - S* (x)] 2 dx 



b 


氺 


2 


p(x)[S(x) - S (x) ] dx 


b 



P(x)[S (x) - S(x)][f(x) - S (x)]dx . 
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由于，（幻的系数^是方程 (4 3) 的解，故 


b 



氺 


P ( x )[ f ( x ) - S ( x )]( p k ( x)dx 


从而上式第二个积分为0,于是 




(k = 0,1,…，⑴， 


D =f p ( x )[ S ( x ) - S * ( x)fdx > 0, 

故 (4 .4) 成立.这就证明了 f ( X )是/(幻在 cp 中的最佳平方逼近 
函数. 

若令 6( x ) = f ( x ) - S ( x ) , 则平方误差为 


II ⑹ || 


2 

2 


( fix ) - S ( x ), f ( x ) - S ( x )) 


氺 


( f ( x )， f ( x))-(S ( x ), f ( x )) 


II / ⑶ II 


2 

2 


yz ak ^ K ^)) 


(4 5) 


若取 X y p( x)=l y f( x) € CYCM ;， 则要在从中求 


次最佳平方逼近多项式 


( x ) = ch + a \ x + - 


ai x , 


此时 







x +j dx = -~~ — 

0 j + 


1 

( f ( x ) , cp^f x ) ) = J f ( x ) x k dx = dk . 


若用丑表示 Gn = G ( l y X 


jO 对应的矩阵，即 


H 


V 2 


V 2 

V 3 


V ( 1) 

V (n+2) 


(4 6) 


V (n+ l) V (n+ 2) 


V (2n+ l) 


称为希尔伯特 （ Hilbert ) 矩阵，记 a = f a > , ai , ■■■, a n )\ d = ( d ， 
d \ ，…， A ) T , 贝 ll 


Ha = d 


(4 V 


6 ■ 
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的解级=级 （ 々= 0，1， …，… 即为所求. 

例5设 f ( x ) = 1+ x 2 ，求 （0,17 上的一次最佳平方逼近多 

项式. 

解利用 （4 7)，得 


/: 


I x dx 




lnfl + 


^ 1. 147, 


d 


L 


2 


1 + x dx 




/I 2 ,3 / 2 

(1 + 幻 


得方程组 


- 0. 609, 


a 


1. 147 


解出 


故 


平方误差 

II 6 ⑺ || 


2 

2 


0. 609 


O ) 


0. 934, a \ = 0. 426, 


5 i ( x ) 




0. 934 + 0. 426 x . 


( f ( x )， f ( x )) - ( S ' ( x ) y f ( x )) 



(1 + X )dx - 0. 426 d - 0. 934 ch 


0. 0026 


最大误差 


|卜 =max / \ + x - S \ ( x ) I ^ 0. 066 • 

0< 1 

用 fi ， x ， …， yv 做基，求最佳平方逼近多项式，当^较大时， 
系数矩阵 (4 6) 是高度病态的（见第5章），因此直接求解法方程是 
相当困难的，通常是采用正交多项式做基. 
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342用正交函数族作最佳平方逼近 


设 f( x) C C[ a ， b ] ，(p = spanfcfb ( x) ( x) y …， cp “ x " ， 若 

CP ) f ,cp ( X )，…，是满足条件 （2 2) 的正交函数族，则 （ cp , ( x )， 

cp 心 =0, /矣 « /而 m >0, 故法方程 (4 3) 的系数矩阵 

Gn = Gfcpb f x) ,cp ( x) , ■■- ,cp /7 ( x) ) 为非奇异对角阵，且方程 （4 3) 的 
解为 

Ok = (f( x) ,CP4 x))/ x) f cp k ( x)) ( k = 0, l, - m , n ). 


于是 f(x)e C[a ， W 在 cp 中的最佳平方逼近函数为 



由 （4. 5) 可得均方误差为 


^>n( X) || 


2 


II f( X) - Sn ( X) || 2 



由此可得贝塞尔 （ Bessel ) 不等式 


(4 . 8 ) 

(4 9 ) 

(4 10 ) 


JZ(c^ || cp, ( X) h ) 2 < II f( X) II 2 . (4 .11) 

若 f( x) € C[ (2, z?7, 按正交函数族沖 4 展开，系数心 (k = 

0，1， …）按 （4 .8) 计算，得级数 


厂 ak(Pk( x) (4. 12) 

称为/(幻的广义傅里叶 （ Foureir ) 级数，系数‘称为广义傅里叶 
系数.它是傅里叶级数的直接推广. 

下面讨论特殊情况，设 fcpb ( x) ,cpi ( x) , ■■- ,cp„ ( 是正交多项 

式, cp= spanfcpb ( x) ,cpi ( x) ，■-- ,cp„ ( x) i ， cp^f x) ( 灸 = 0,1 , …， 可由 

正交化得到，则有下面的收敛定理. 
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定理7 设 f ( x ) € C [ a , b ] ,S (幻是由 （4 .9) 给出的 /( 幻的 
最佳平方逼近多项式，其中 {^> k ( x ) , k = O y 1 ，…， W 是正交多项式 
族，则有 

lim || f ( x ) - Sn ( x ) || 2 = 0 • 

证明略，可见/ . 

下面考虑函数 f ( x ) e c [- i，u ，按勒让德多项式 fp 。 ( x ), 
? 1 (4，"_，？《(幻7展开，由（4 8),(4. 9) 可得 

氺氺氺 氺 

Sn ( x ) = a Vo ( x ) + a Pi ( x ) + ■■■ + a n Pn( x ) y 


其中 


(4 13 ) 


Ok 


( f ( x ), y k ( x )) 
( P k ( x ) y p k ( x )) 


2 k + \r 

2 J i 


f ( x ) P k ( x)dx .(4 14 ) 


根据 (4. 10)， 平方误差为 


II II 2 =J x f( x ) dx - ^ 2 k+ 1 ak • ( 4 . 15 ) 

由定理 7 可得 

lim || f ( x ) - Si ( x ) || 2 - 0 . 

/! 一 ►OO 

如果/( X )满足光滑性条件还可得到 f (幻一致收敛于 fix ) 
的结论. 

定理8 设 /( JC ) € - 1，1/，< ( JC ) 由 （4. 13) 给出，则对任 

意 1 ， 17 和"£> 0 ,当 n 充分大时有 


\ f { x ) - Si ( x ) 1 < —. 

n 

证明可见/67 . 

对于首项系数为1的勒让德多项式 m (由公式 （2.6) 给出）有 
以下性质. 

定理9 在所有最高次项系数为1的《次多项式中，勒让德 
多项式在，-1， u 上与零的平方误差最小. 



证明设是任意一个最高次项系数为1的 n 次多项 


式，它可表示为 


Qn ( X) 




x) + Y"( x ) 

kT ^ 


于是 


I Qn(x) || 2 - (Qn(x),Qn(x)) = J ^ ( X) d X 




( M ^( x ) y M ( x )) + ^ k (^( x ) Mk ( x )) 


> m ( x ) M ( x )) 


\Mi^( x) || 2 • 


O ) 


当且仅当 


m ,( x ) 时平方误差最 /j 


an- 


0 时等号才成立，即当 Qn ( x ) 


例6求 f ( x ) = o ^[- 1， U 上的三次最佳平方逼近多项 


式 • 


解先计算(灸=0，1，2,3) 


( f ( x ), Po ( x )) 



odx = e - — ~ 2. 3504; 

e 


( f ( x ), P i ( x )) 




( f ( x ), p 2 ( x )) 



xodx = 2 e - 0. 7358; 



3 2 



e'dx 


e - — ~ 0. 1431 
e 


( f ( x ), R ( x )) 

由 （4. 14) 得 


a 



x t dx 




37 — - 5 e - 0. 02013 

e 




( f ( x ), Po ( x ))/2 : 

3( f ( x ), p 1 ( x)y 2 
5( f ( x ) f P 2( x ))/ 2 


1. 1752, 
1. 1036 
0. 3578 


l ( f ( x )， R ( x ))/2 




0. 07046 
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代入 (4 13) 得 

S ; ( x ) = 0. 9963 + 0. 9979 x + 0. 5361 x + 0. 1761 x . 
均方误差 


\6 n ( X) 



& ( x) || 



3 

V 


2 

2k + 1 



< 0. 0084 . 

最大误差 

|| IU = || e x - &(幻 || oo < 0. 0112 . 

如果 f ( x ) € 0^，/7/，求/^，~上的最佳平方逼近多项式，做 

变换 




b ■ a 
2 



b + a 
2 


(^ l < t < l) y 


于是 F ( t ) = f h ^ t+ h [- 1 ，U 上可用勒让德多项式做最 
佳平方逼近多项式< (?)，从而得到区间 d 耐上的最佳平方逼近 
多项式 f —^—( 2 x - a - b ) • 

b ■ a 

由于勒让德多项式是在区间 / - 1 ， 17 上由（ 1 ，^：，"、 

/，■ j 正交化得到的，因此利用函数的勒让德展开部分和得到最 
佳平方逼近多项式与由 

S (x) = a + ai x mmm + a n x n 

直接通过解法方程得到凡中的最佳平方逼近多项式是一致的， 
只是当 n 较大时法方程出现病态，计算误差较大，不能使用，而用 
勒让德展开不用解线性方程组，不存在病态问题，计算公式比较方 
便，因此通常都用这种方法求最佳平方逼近多项式. 


35曲线拟合的最小二乘法 


3 5 1 最小二乘法及其计算 

在函数的最佳平方逼近中 f ( x ) € CYa ， W ， 如果 f ( x ) P , 
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组离散点集 fi， /=0, 1，…，上给定，这就是科学实验中经常见 
到的实验数据，)，/= 0, 1，…，的曲线拟合，这里 }；/ = 
/( x ) ，/ = 0,1，…， m， 要求一个函数 }； = f ( x) 与所给数据 x ， 
}；/),/ = 0,1,…， mJ 拟合，若记误差6/ = f ( Xi ) - }；/,/= 0, 1,…， 
m，6 = (6。 ，6i ,… ，6 m ) T ，设 c(3) ( x) ,cpi ( x) ，… ,cp„f x ) 是 C [ a ， b ] 上线 
性无关函数族，在 cp= spanfcp) ( x ) ,cpi ( x ) , ■■- ,cp„ ( 中找一函数 
, (X)，使误差平方和 

m m 

I 6 II 2 = Y3 = Y[ S ( Xi) - yi f 


这里 


m 


2 


min T [ S( Xi ) - yi r ， 

S( x) ecp 4—rr ^ 


(5 1) 


S( x) = a(fb ( x) ai(Pi ( x) + ■■- + an(p n ( x) ( n < m) • 

(5 2) 

这就是一般的最小二乘逼近，用几何语言说，就称为曲线拟合 
的最小二乘法. 

用最小二乘法求拟合曲线时，首先要确定 W X )的形式.这不 
单纯是数学问题，还与所研究问题的运动规律及所得观测数据 

有关，•通常要从问题的运动规律及给定数据描图，确定 
外力）的形式，并通过实际计算选出较好的结果——这点将从下面 
的例题得到说明 . Wx ) 的一般表达式为 （5 .2) 表示的线性形式 . 

若幻是次多项式， Wx ) 就是《次多项式.为了使问题的提法 
更有一般性，通常在最小二乘法中 II 6 || 〖都考虑为加权平方和 

m 

| 6 || 2 = J^C^(xi)[S( xi) - f(xi)] 2 . (5 3) 

这里 COf 幻>0是 M ， W 上的权函数，它表示不同点 x )) 处的 
数据比重不同，例如， C 0( 1)可表示在点（1，/( X /))处重复观测的 
次数.用最小二乘法求拟合曲线的问题，就是在形如 （5 2) 的 
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S ( x ) 中求一函数 3 ； = f ( x )， 使 （5 3) 取得 最小. 它转化为求多元 
函数 


1( do ， a , mmm y a n ) 

m n 

=Xi)[Y_ ^j( - f(i )] 2 


(5 A ) 


的极小点 （ o ； ， …， a : j 问题.这与第 4 节讨论的问题完全类 
似.由求多元函数极值的必要条件，有 



Clk 


m n 

2 y ~ COf Xi) [y afPj ( Xi) - f ( Xi)](Pk ( Xi) = 0 


(k = 0 y l y mmm y n). 


m 

若记 ^COf x )cpj ( Xi)(Pk ( xi ) , (5 5) 

m 

( f y ^ ) ~ 〉。 Xi ) f ( Xi ) 少 k ( Xi ) 三 ^ dk 


上式可改写为 


(k = 0,1, …，… • 


^ f cp^ ,cp 7 ) aj = dk ( k = ,n) . (5 6) 

这方程称为法方程，可写成矩阵形式 

Ga = d . 

中 CI — ( Cb y CL , " " " , Qn ) y d — ( di) y C^X , " " " , C^n ), 

,cpb ) (cp^cpd … fcpb y cp n ) 

,cpb ) (cp^cpd … fcp t y cp n ) 

G = (5 1) 

##• 參# 參 籲## 

fcp, ,cpb ) fcp^cpo ■■- (cp n ,cp w ) 

要使法方程 (5. 6) 有唯一解 a ， a ，…， & ， 就要求矩阵 G 非奇 
异，必须指出 ， Cfb ( x ) ，中 （ x) ，…， qx ( x ) 在 / r a ， 办7上线性无关不能推 
出矩阵 G 非奇异•例如，令 Cfb ( x ) = sin x y (Pi ( x ) = sin 2 x , x ^ 
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[0 f 2 n 7,显然沖 （ x)，cpi 在/0,21 _/上线性无关，但若取点^ = 

, k = 0,1, 2 f n — l , m =2), 那么有 cp > ( Xk ) ( Xk ) = 0, 众= 0,1， 

2,由此得出 

沖，啦 ） fcpb ,cp !) 

G = = 0 . 

fcpi ,cpbj fcp ! ,cpo 

为保证 (5 6) 的系数矩阵 G 非奇异，必须加上另外的条件. 
定义 10 i9 ： (^(x) f q>i(x)r-^n(x) e C / a ， W 的任意线性组 

合在点集 f x ，/ = 0，1，…，幻上至多只有 n 个不同的零点， 
贝 IJ 称 C (5) ( x ) ,cpi ( x ), ■■- , cp „ ( x ) 在点集 f x ， / = 0, 1 ，…，上满足哈 
尔 （ Haar ) 条件. 

显然1， x ， …，/在任意 m > …个点上满足哈尔条件. 

可以证明，如果取 ( x ) ,cpi ( x ) 9 ■ ■ ■, cp „ ( x ) € C [ a , /?7 在 f 上 

满足 Haar 条件，则法方程 （5. 6) 的系数矩阵 （5. 7) 非奇异，于是方 
程 （5. 6) 存在唯一的解 ak = al ， A : = 0, 1 ，…， n • 从而得到函数 /( x ) 

的最小二乘解为 

S ( x ) = eh (Po ( x ) + a \ (Pi ( x ) + ■■- + aj ( p n ( x ) . 

可以证明这样得到的 f ( X )，对任何形如 （5. 2) 的 Wx )， 都有 

m m 

^^ Xi)[S ( Xi ) - f ( xOf < ^( Xi )[ S(xO - f ㈤ ] 2 ， 

iTJT 

故 f ( x ) 确是所求最小二乘解.它的证明与 （4 .4) 式相似，读者可 
自己完成. 

给定 /( 幻的离散数据 f ( x ， }；/) ，/ = 0,1，…， m 入要确定 cp 是 
困难的 ，一 般可取 cp = spanfl , x ， …，/人但这样做当 n >3 时，求 
解法方程 (5. 6 ) 与连续情形一样，将出现系数矩阵 G 为病态的问 
题，通常对 n = l 的简单情形都可通过求法方程 （5. 6) 得到 f ( x ). 
有时根据给定数据图形，其拟合函数 ; y = Wx ) 表面上不是 (5 2) 的 
形式，但通过变换仍可化为线性模型.例如，外 x ) = ae /M ， 若两边 
取对数得 
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h \ S ( x ) = \na + bx ， 

它就是形如 (5. 2) 的线性模型，具体做法见例8 . 

例 7 已知一组实验数据如下，求它的拟合曲线. 


Xi 

1 

2 

3 

4 

5 

fi 

4 

4 5 

6 

8 

8 5 

CPz 

2 

1 

3 

1 

1 



解根据所给数据，在坐标纸上标出，见图 3-4 . 从图中看到 
各点在一条直线附近，故可选择线性函数作拟合曲线，即令& ( X ) 

= a + a x ， 这里 m = 4, n = l,cpjf x ) = 1, cpi f x ) = x 


4 


4 


fCFb ， cpb) 





CO 




8 ，（ cpb ， cp!) 




fcp，CM 





Q X/ 




22 , 


4 


4 


fCPi ，中） 



Q;c 


2 


74,fcpb,/j 




47 


4 


(cp , f ) — Q x / f i = 145. 5 . 

由 （5. 6) 得方程组 

8 O) + 22ai - 47, 


22 O ) + 74 a = 145. 5 . 

解得 a = 2.71, a = 1. 13 .于是所求拟合曲线为 


Si ( x ) = 2. 77 + 1. I 3 x . 
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例 8 设数据，}；, )(/ = 0，1，2,3,4)由表 3-1 给出，表中第4 

行为111乂_=琅，可以看出数学模型为； y = ae ' 用最小二乘法确定 a 
R b . 

解根据给定数据（1， yi )( i = O y 1，2,3,4)描图可确定拟合 
曲线方程为}；=沉'它不是线性形式.两边取对数得 ln )； = lna + 
bx ， 若令苹= In A = lna , 则得5存 = A + bx f (p = {1 ， x } •为确定 A , 
办，先将 （ x ，}；,•) 转化为存），数据表见表 3 _1 • 


表 3-1 


• 

1 

■■ 

1 

2 

3 

4 

Xi 

1. 00 

1. 25 

1. 50 

1. 75 

2. 00 

yi 

5. 10 

5. 79 

6. 53 

7. 45 

8. 46 


1. 629 

1. 756 

1. 876 

2. 008 

2. 135 


根据最小二乘法，取 Cpb ( x ) = I ,CPi ( x ) = X y CxX X) 三 1 ， 得 

沖冲） = 5， 

4 

(cpb，cp ) = x- = 1 . 5 , 

4 

(cpi，cp ) = xi — 11. 875， 

4 

fcpb = 9 . 404, 

4 

沖，痴 =[ JC 雜 =14 422 • 

故有法方程 

5A + 7. 50 b = 9. 404， 

7. 50 A + 11. 875/? - 14. 422 . 

解得 A = l . 122, 6= 0. 505, a = e A = 3. 071 .于是得最小二乘拟合 
曲线为 
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厂\产 7 1 0 . 50 5 x 

y = 3 . 07 le • 

现在很多计算机配有自动选择数学模型的程序，其方法与本 
例同.程序中因变量与自变量变换的函数类型较多，通过计算比 
较误差找到拟合得较好的曲线，最后输出曲线图形及数学表达式 . 

352用正交多项式做最小二乘拟合 


用最小二乘法得到的法方程组 （5. 6)，其系数矩阵 G 是病态 
的，但如果 ( x ) ，…，是关于点集 f x 乂/ = 0, 1，…， 
m ) 带权 COf Xi ) ( / = 0,1, ■ ■ ■ , m ) 正交的函数族，即 


m 

fcp , ,cpO = ^GX xi )( Pj ( xi )( p k ( xi )= 

则方程 (5. 6) 的解为 


0, j ^ k, 
Ak > 0 ， j = k ， 


氺 

Ok 


( f ， 必） 

阶，私 ) 


m 

厂 COf Xi) f( xi )(p k ( xi) 

m 

GOf x/ )(pl ( Xi ) 


(5 .8) 


( k = (5. 9 ) 

且平方误差为 

n 

|| 6 ||^ || f\\l - YA k (a ： ) 2 . 

T^TT 

现在我们根据给定节点 Xo , X\ ,' mm , Xm 及权函数 X ) > 0,造 
出带权正交的多项式.注意 n < m ， 用递推公式表示 
/\(勾，即 


Po ( x) = 1 , 

P\ ( x) = ( x - Oi ) Po ( x) y (5. 10) 

Pk + \ ( x) = ( x - Q^ + i ) Pk( x) - ^>kPk-\ ( x) 

(k = l y 2 y mmm y n - 1 ). 

这里是首项系数为 1 的 /: 次多项式，根据的正交 
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性，得 


a + i 


m 

cof x ) Xi p\ (xi) 

m 

CxX Xi ) F^k( Xi ) 


(xPk ( x) , Pk( x)) 
(P k (x) y p k (x)) 


( xPk ， Pk ) 
( Pk ’ pk ) 


(k = O y lr m \n - , 


(5 .11) 



cof x/ ) i^k-\ (xi) 


( Pk ， p k ) 



(k= l, mmm , n - l ). 

下面用归纳法证明这样给出的 f A ( X " 是正交的.由 （5. 10) 
第二式及 (5. 11) 中 a 的表达式，有 

(Po , P \ ) = ( Po , xPo ) - Oi ( Po , Po ) 


=( Po . xPo ) - (( X ;: (Po y Po ) = 0 . 

现假定 d A) =0(/ 关 W 对 s=0，l， …， /- 1 及 /=0，1，" ■，& 
k < n 均成立，要证（/ \ +1 ，只 j = 0对0, 1，均成立•由 
(5. 10) 有 

( Pk + \ , Ps ) = (( X - CU+l ) Pk y Ps ) - (3 / ( Pk 1 , Ps ) 

=(xPk, Ps) - Q/： + \ ( Pk, Ps) - (3a ： f Pk \ , Ps) . (5. 12) 

由归纳法假定，当 2 时 

( Pk ， Ps ) = 0 ， ( Pk-X , Ps ) = 0 . 

另外， xPJx ) 是首项系数为 1 的 1 次多项式，它可由 A ， 
A ，…，尺 +1 的线性组合表示，而 s ^ l < k - 1，故由归纳法假定又有 

( xPk , Ps ) = ( Pk , xPs )=0, 

于是由 （5 .12), 当2时，（八 “， A ) = 0 • 

再看 
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(Pk+ 1 , Pk- 1)=( XPk , Pk 1 ) - Ok+ l ( Pk y Pk 1 ) 

- ^k( Pk-x , Pk-1 ) ， (5 13) 

由假定有 ( P k ， P k -') = 0, 

k- 1 

(xPk , Pk i ) — (Pk ， xPk i ) = Pk ， Pk + y ^ q pj = (Pk ， Pk) • 

利用 （5 11) 中 h 表达式及以上结果，得 

(Pk+\ ， Pk- I )= ( XPk , Pk 1 ) - f Pk 1 , Pk- 1 ) 

=(Pk,p k ) - ( Pk, Pk) = 0 . 

最后，由 （5 .11) 有 

( Pk+l y Pk ) = ( XP k ， Pk j - dk + \ ( Pk ， Pk j - ( Pk , Pk 1 ) 

( xPk Pk ) 

=(xP kf P k ) - { (Fk (P k ，PO = 0 . 

至此已证明了由 （5 .10) 及 （5 .11) 确定的多项式 f / V 勾八々=0, 
1，…， n ， m ) 组成一个关于点集 fxj 的正交系 • 

用正交多项式 f ft 的线性组合作最小二乘曲线拟合，只 

要根据公式 （5. 10) 及 （5. 11) 逐步求八（ X )的同时，相应计算出 
系数 


ak — 


( f ， P “ 
( P ^ P ^) 


COf Xi ) f( xi) Pk( Xi ) 

^ - (k= 0,lr-,n), 

COf x /) F^k ( Xi ) 


并逐步把 i 八 （ X ) 累加到 Wx ) 中去，最后就可得到所求的拟合 


曲线 

氺氺 氺 

j = S( x) = a Po ( x) a\ P\ ( x) + mmm + an Pn( x). 

这里 《 可事先给定或在计算过程中根据误差确定.用这种方法编 
程序不用解方程组，只用递推公式，并且当逼近次数增加 一 次时， 
只要把程序中循环数加1，其余不用改变.这是目前用多项式做曲 
线拟合最好的计算方法，有通用的语言程序供用户使用. 
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最佳平方三角逼近与快速傅里叶变换 


当/(幻是周期函数时，显然用三角多项式逼近/(幻比用代 
数多项式更合适，本节主要讨论用三角多项式做最小平方逼近及 
快速傅里叶变换 （Fast Fourier Transform ) 简称 FFT 算法. 


361 最佳平方三角逼近与三角插值 


设/(幻是以 2 TT 为周期的平方可积函数，用三角多项式 


Sn( x ) = ~ O ) + a cos x b sin x 


+ cl cos nx + h ^mnx 


(6 1 ) 


做最佳平方逼近函数.由于三角函数族 

1， cos x y sinx , …， cos kx ， sinkx f mmm 

在/0,217 7 上是正交函数族，于是/(幻在/ 0 , 217 上的最小平方三角 
逼近多项式&(幻的系数是 


Ok 


bk 


f( x ) cos 

1 2n 

~f f( x ) sinkxdx 


(k = 0,1, ■ ■ ■, n ), 


(k 


I ,'", n ) y 


(6 2 ) 


称为傅里叶系数，函数/(幻按傅里叶系数展开得到的级数 


O) + 


Y 

kTT 


( Ok cos kx + bk sin kx ) 


(6 3) 


就称为傅里叶级数，只要/ ( 幻在/0,317上分段连续，则级数 
( 6. 3) — 致收敛到 /( x ). 


对于最佳平方逼近多项式 (6 .1) 有 

II f( X) - Sn( X) \\i = || f( X) || 


2 

2 


2 

2 


I Sn ( x ) || 


2 

2 


由此可以得到相应于 (4 .11) 的贝塞尔不等式 
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2 


1 r 2n 

a + ^ ( dk + Sk ) < d 。 [ f( x)f dx • 


因为右边不依赖于〃，左边单调有界，所以级数+2 + Y ( a \ + 

L TTJ 

b\) 收敛，并有 


lim dk = limbk = 0 • 

A: — ► oo k—oo 

当 /( x ) 只在给定的离散点集 》= 5，】= 0，\，…， N -\ 上 

已知时，则可类似得到离散点集正交性与相应的离散傅里叶系数 • 
为方便起见，下面只给出奇数个点的情形.令 


Xj 


2IT / 


2m + 1 


(j = 0,1,…， 2 m) , 


可以证明对任何 k ， /< m 成立 


2 m 

sin Ixj sin kxj 二 


0, 

2m + 1 
2 


0, 

2 m 

2m + 1 

2 ’ 

2m + 1, 


cos Ixjcoskx 


l * k , l = k = 0; 
l = k ^ 0; 

l 本 k; 

l = k ^ 0; 
l = k = 0; 


cos Ixj sin kxj = 0 , 0 < k, j < m . 

这就表明函数族 f 1 ， cosx, sinx ， … ， cosmx, sinmx ) 在点集 
xj = ? J 上正交，若令 /} = /( A ) ( j = 0, 1 , , 2 m ) , 则 

z m+ 1 

f( X) 的最小二乘三角逼近为 


Sn ( x ) = ~ a 


( ak coskx bk ^inkx ), 

T^l 


n < m ， 


其中 
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2 m 


ak 


2 m + 


is 


/yCOS 


2 TT 


2 m + 



(k = 0 ， 1 ，…， m) ， 


2 m 


bk 


2 m + 





sm 


- HJ ± 

2 m + 


(k = 1 ，…， n ) • 


(6 4 ) 




m 时，可证明 


5- ( xj ) 




fj 


(j = 0,1, ■■■ ,2 m ), 


于是 


Sm( X) 




7 - + r (ak cos kx + bk sin kx ) 

L T^l 


就是三角插值多项式，系数仍由 （6 .4) 表示. 

更一般情形，假定/(勾是以 2 TT 为周期的复函数，给定在 N 


个等分点 



21.,. 


0，1, U 上的值/ = / ，由于 






cosf jx ) + isinf jx ) 


(j = 0,1 ，〜，N - l,i = 


- U ， 


函数族 fl ， e ' …，在区间川，茁 7 上是正交的，函数 e 1 〃在等 


距点集 


2 TT 


X k =、 k ( k =0 ，\ ，…， N - 1) 上的值 e 1 〜组成的向量记作 


•2L 

(1，心 


11^( N- 1 ) 、T 

■_ ,e 〆 ) 


当 j =0， l， …， W - 1时， W 个复向量 0 , 1 , 
义的正交性： 


-1具有下面所定 


N- 


N- 


s 




il^k - i s^Tjk 

e ^ e N 




i( /- s)^k 


0 ， l 丰 s ; 

N ， l = s • 


(6 5) 


事实上，令 r 


./ / >211 
e lf/ - S) N 


，若1，则有 


0 < l < N - l , 


- (N - l ) < - s < 0 


于是 

即 


-(N - l ) < l - s < N - l y 


< - 


N - \ 
N 


< 




N 


N 


< 1 
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若/ - ^关0,则 r 关1，从而 


N 


r 


e 


i( l- s)2n 


于是 


N - 


y s ) 



k 


r 


N 


r 


0 


r 


若 / = ^，贝 1 j r = 1 ，于是 


N - 


s 


y s ) 



k 


r 


N 


这就证明了 （6 5) 成立.即 


0 


，:是正交的 


因此，/(幻在 N 个点 xj = ^ jj =0 y lr - , N - 1上的最小 


二乘傅里叶逼近为 


n - 


S ( x ) 





i kx 


ae 


n < N ， 


(6 6 ) 


其中 


N - 


a 



/)e 




2 R 

N 


(k = 0 y l y mmm y n - l ) 


(6 .7) 


在 (6 6) 中若 n = N y m s( X) 为 ZYx ) 在点 Xj(jH ， …， N- 1 )± 
的插值函数，即 S ( Xj ) = 于是由 （6 6) 得 


N - 


fj 



ae 



(j = o,i, - l ). 


(6 8 ) 


(6 7) 是由 f 求 fcj 的过程，称为 /( x ) 的罔散傅里叶变换•简称 
DFT ， 而 （6 .8) 是由求 f /" 的过程，称为反 变换. 它们是使用 

计算机进行傅里叶分析（简称傅氏分析）的主要方法，在数字讯号 
处理，全息技术，光谱和声谱分析等很多领域都有广泛应用. 


3 6 2 快速傅氏变换 ( FFT ) 


不论是按 (6. 7) 式由 f / J 求 foj 或是按 （6. 8) 式由 foj 求 f / J ， 
还是由 （6. 4) 计算傅里叶逼近系数 a k ， h 都可归结为计算 
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0 = Yx , W kj (j = - l) y (6 9) 

其中 W = expf - i2T/ AO (正变换）或 W = exp(i2T/ (反变换）， 
{ xk }( k = Q ，\ ，…， N - 1) 是已知复数序列.如直接用 （ 6 .9) 计算 
G ， 需要 #次复数乘法和#次复数加法，称为#个操作，计算全 
部 G 共要#个操作.当#较大且处理数据很多时，就是用高速 
的电子计算机，很多实际问题仍然无法计算，直到20世纪6 0年代 
中期产生了 FFT 算法，大大提高了运算速度，才使傅氏变换得以 
广泛应用 . FFT 算法的思想就是尽量减少乘法次数，例如计算 a 办 
+ ac = a ( b + c )， 用左端计算时做两次乘法，右端只用一次乘法. 

用公式 (6. 9) 计算全部 G ， 表面看要做#个乘法，实际上所有 
exp ( i 2 T kj N ) ， j ， k = Q，\ ，…， N - \ 中，只有 W 个不同的值 w ° ， 
w 1 ， …，特别当 N =2 P 时，只有 M 2 个不同的值.因此，我 
们可把同一个 m / 对应的相加后再乘 m / 这就能大量减少乘法 
次数.为了具体推导 FFT 算法，先给出定义. 

设正整数 m 除以 N 后得商 g 及余数 r ， 则 m = qN + r , r 称为 

N 

奶的 W 同余数，以 m = r 表不•由于 w = exp ( i 2 TT / N ) , w N = e l2TT = 

i 4-/r -f— m / N \q r r 

1 , w = ( w ) w = w . 

因此计算时可用 w 的 N 同余数 r 代替 m ， 从而推出 FFT 
算法.下面以 N =2 3 为例.说明 FFT 的计算方法.由于 
< - 1 = 2 3 - 1=7,则 （6 9) 的和是 

7 

q = Xkwjk (J. = 0,1,… ， 7j • (6 10) 

将々， j 用二进制表示为 

k = k 2 2 + k \ 2 1 + k 2° = ( k k k ) ， 

j = pf + ji 2 l jo 2° = ( ji ji jo ); 

其中 I ， >( r =0, 1，2) 只能取 0 或 1，例如 6 = 2 2 +2 1 + 0 _ 2° = 
( lio ) •根据 D 表示法，有 
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G = c ( ji j\ jo ) y Xk = x ( k h h ). 

公式 (6 10) 可表示为 


c( J2 jx jo ) 



x ( khh ) w (k ^ )ij ^ + j ^ 




x ( k 2 kh ) w J o ( w o > w j ^ W) 


若引入记号 


(6 11 ) 


A) (k k\ h ) 




x ( k h h ) 


A\ ( k h p ) = A<d ( ki k h ) w J ° (k2，Clko> , 

1 

A ( k j\ jo ) = Ai ( k\ k jo) h^Mo 0 ) ， 

r^"o 


(6 12 ) 


Ai (> jx > )= 

则 （6. 11) 变成 

c( } jl } ) = As ( Jl jx jo ). 

它说明利用 # 同余数可把计算 G 分为 p 步，用公式 （6. 12) 
计算，每计算一个泉只用2次复数乘法，计算一个 G 用次复 

数乘法，计算全部 G 共用2;?#次复数乘法.若注意 一 2 ^ 1 = 
W ^ M2 = ( - 1尸，公式 （6. 12) 还可进一步简化为 


厂 A ( h j\ jo) w i ^ <k ^ 00) • 


A \ ( h ko jo ) = A) ( k h k)) w Jo< ko> 

K ^) 

=Ao(Ok k j w J o f0 W 

A (l k k ) w J ° 2 h/ 0(0 W 

= [A(0kh)+ (- 1 /o A(lk h) ]W ^ h ^ } , 
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A\ ( k\ kO) = A (Ok k ) + A (l h k ), 

A (hh\)= [ A (Oh k ) - Ao (lb ko) ]w (0 、 k o) • 

将这表达式中二进制表示还原为十进制表示 . • k= (Oh k ) = k2 l 
+ 42° ，即灸 =0 ， 1 ， 2,3 ，得 

Ai (2k) = Ao (k) + Ao(k+2 2 ) f 

Ax(2k+ \) = [Ao(k) - Ao(k+ 2 2 )]w k (6 13) 

(k = 0,1,2,3). 

同样 (6 12) 中的 A 也可简化为 

A(kjijo) = [Ai (Ok jo) l/ 1 Ax(\h jo)] w h(0k ° 0) , 

即 

A2 ( k)0 jo) = A\ (Ok jo) + Ai (l k jo) , 

A 2 (ko l jo) = [A (Oh jo ) - A (Ik } )]w (0k ^ 0) . 

把二进制表示还原为十进制表示，得 

A(k2 2 + j) = Ai (2k + j) + Ai (2k + j + 2 2 j, 

A (k2 2 + j +2) = [A (2k + j) - A (2k + j + f )]w 2k 

(k = 0,1 ； j = 0 y l) . (6 14) 

同理 (6. 12) 中 Ai 可简化为 

A^(j2}jo) = A(Oj.jo) + (- l/ 2 Afljijoh 
即 

^(Oj.jo) = A fOji Jb ) + Aflj! Joj, 

Ai (I ji jo ) = A (Oji } ) - A (Iji jo ). 

表示为十进制，有 

A, (j) - A (j) + A(j+2 2 ), 

A (j +2 2 ) ^ MU) - A(j+2 2 ) 

(j = o,1,2,3) . (6 15) 

根据公式 （6 13) ，（ 6. 14)，（6 15 )， 由 A ( k) = x( k) = x k ( k = 
0 ， 1 ， … ， 7 ) 逐次计算到 (j) = G (j = 0 ， l ， … ， 7) ， 见表 3-2 • 
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上面推导的 N =2 3 的计算公式可类似地推广到 N = 2 p 的情 
形.根据公式 (6. 13)， （6. 14)， （6. 15)，一般情况的 FFT 计算公式 
如下： 


A q ( k 2 q + ]) = A q - i ( k 2 q ' 1 + ]) + A,-i (] d q ' x + j + 2 P ' X ), 


A q ( k 2 q 


+ 2 ' 




(6 16) 

其中 q = \ ，…， p ; k = 0，\ ，…， 2 P — q - 1 ，. _/• = 0 ， 1 ，…， — 1 - 1 . A 括 
号内的数代表它的位置，在计算机中代表存放数的地址.一组 
占用#个复数单元，计算时需给出两组单元，从 A 0 ( m)(m = 0, 
1 ，…， N - 1) 出发由 1 到算到 A P ( j ) = C j(j = 0, l ,---, N - l ), 

即为所求.计算过程中只要按地址号存放，则最后得到的 


就是所求离散频谱的次序注意，目前一些计算机程序计 
算结果地址是逆序排列，还要増加倒地址的一步才是我们这里介 
绍的结果）.这个计算公式除了具有不倒地址的优点外，计算只有 
两重循环，外循环 g 由1计算到；?，内循环&由0计算到 - l ， j ’ 
由0计算到 - 1，更重要的是整个计算过程省计算量.由公式 
看到算 一个泉 共做 = M 2 次复数乘法，而最后一步计算 

A P 时，由于 =( w N 2 ) k = (- l) k = ( - 1)° =1( 注意 时 

2 〃 9 -1=0, 故& = 0)，因此，总共要算 - 1) N 2 次复数乘法，它 
比直接用 （6 9)需 N 2 次乘法快得多，计算量比值是 N :( p - 1/ 2 . 
当 N = 2 1C) 时比值是 1024 : 4. 5^230 : 1，它比一般 FFT 的计算量 
OAO 欠乘法）也快一倍.我们称 （6. 16) 的计算公式为改进的 FFT 
算法，下面给出这一算法的程序步骤： 

步骤1 给出数组 A '( N )， A ( N ) 及 w ( N / 2); 

步骤2将已知的记录复数数组 fxd 输入到单元 A (幻中（左 
从0到 N - 1 ) ，• 
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表 3-2 


单元码号 

0 

000 

1 

001 

2 

010 

3 

Oil 

4 

100 

5 

101 

6 

110 

7 

111 






vv° = 1 

w l 

vv 2 

M/ 3 

Xk= Ao (k) 

Ao(0) 

Ao(l) 

Ao(2) 

Ao(3) 

Ao(4) 

Ao(5) 

Ao(6) 

Ao(V 

Ai 

+ 

fAo(O) - 

A)f U + 

[Ao(l) - 

4(2) + 

[^(2) - 

4(3) + 

[Ao(3) - 

Ao(4) 

Ao(4)JnP 

Ao(5) 

Ao(5)]^ 

Ao(6) 

Ao(6) ]w 2 

Ao(V 

A)(7)]w 3 

^2 


為⑴ + 

Mi (0) - 

[A { (\) - 

A“2) + 

A (3) + 

Mi (2) - 

[A { (3) - 

Ai (4) 

Ai (5) 

A ⑷ 7mP 

A (5)]^ 

Ai (6) 

Ai (V 

A (6)] 

A(V]^ 2 

q= A 3 (j) 

(0) + (4) 

⑴ + (5) 

(2) + (6) 

f3；+ (1) 

(0) - (4) 

(l) - (V 

(2) - (6) 

(V - (V 


步骤3 


、 | m 

订异 w = exp 


2L 

N 


m 


或 


w 




exp 


. 2L 


存 


放在单元中从 0 到 2) - U ,- 

步骤 4 g 循环从 1 到；?，若 g 为奇数做步骤5,否则做步骤 6,- 

步骤5 &循环从0到 2^- ^循环从0到广 1 -1，计算 

A ( k 2 q + j ) = A ( k 2 q ' 1 + j ) + Ax { kV x + j + 2 P_1 ), 

A ( k 2 q + j + 2^ _1 ) = [Ax ( k 2 q ' x + j ) 

- A ( k 2 q ' x + j + 2^ _1 )] w ( k 2 q l ); 

转步骤 7 . 

步骤 6 H 盾环从 0 到 2 P - 9 - l ， j 循环从 0 到广 1 ，计算 
Ai ( k 2 q + j ) = A ( k 2 q ' x + j ) + Ai ( kl q _ l + y + 2 P_1 ) , 

Ai ( k 2 q + j + 2^ _1 ) = [ A ( k 2 ql + j ) 

- A ( kl q ' 1 + j + 2 q l )] w ( k 2 q l ). 

k , j 循环结束，做下一步， • 

步骤7 若 q = p 转步骤8,否则 q + 1 — q 转步骤4 . 

步骤8 q 循环结束，若 p =偶数，将 Ai ( j ) A ( j ) ，则 G = 
A :( j)(j 二0，\， …， N - 1) 即为所求. 
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3 7有理逼近 

371 有理逼近与连分式 

前面讨论了用多项式逼近函数 f ( x ) e c /^，~， 多项式是一种 
计算简便的函数类，但当函数在某点附近无界时用多项式逼近效 
果很差，而用有理函数逼近则可得到较好的效果.所谓有理函数 
逼近是指用形如 



Pn( X) 

Q m ( x ) 


V" akX k 

k= 0 
m 

YbkX 

k = 0 


(1 .1) 


的函数逼近/( X )，与前面讨论一样，如果 II f ( x ) - || oo 最 

小就可得到最佳有理一致逼近，如果 || f(x) - Rnm(x) || 2 最小则 
可得到最佳有理平方逼近函数.这里不做具体介绍，可参看文献 


[5] .本节主要讨论利用函数的泰勒展开获得有理逼近函数的方 
法.先看例题，对函数 ln ( l + X )用泰勒展开得 

°° k 

Inf 1 + x ) = - l /" 1 ^ x € [- 1,17 • (7 2) 

取部分和 


Sn(x) = [( _ V 


k 

~ Inf 1 + . 

k 


另方面若对 (7 2) 式用辗转相除可得到 lnfl 4- 幻的一 种连分 


式展开 


Inf 1 x ) = 
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2 2 ■ jc 

4 + 


2 2 - jc 




(7 3 ) 


(1 3) 右端为 lnfl + 幻的无 穷连分式的前5项，最后式子是它的 
紧凑形式，若取 （7 3) 的前2,4,6,8项，则可分别得到 ln ( l + 勾的 
以下有理逼近 


Rn ( X) 


2x 




2 + x ， 


R22 ( X) 




6 x 3 x 2 

r 

6 + 6x + x 


R33 ( x ) 


60 x + 60 X 


2 


11 X 


3 




60 + 90 x + 36 x + 3 x ' 



.44 


( 


420 x + 630 x 


2 


260 x 


3 


25 x 


4 




420 + 840 x + 540 x 2 + 120 x + 6 x 


(1 . 4 ) 


若用同样多项的泰勒展开部分和逼近 lnfl 4- X )，并计 
算 x = 1处的值 &41) 及7^(1)，计算结果见表 3-3 • 


表 3 -3 


n 

S 2 n (l) ! 

： 5 = Iln2 - S 2 n (l)\ 

Rnn(l) 

£ = 11 n2 - R m ( l ) \ 

1 

0. 50 

0. 19 

0. 667 

a 026 

2 

0. 58 

0. 11 

0. 69231 

a 00084 

3 

0. 617 

0. 076 

0. 693122 

a 000025 

4 

0. 634 

0. 058 

0. 69314642 

a 00000076 


ln 2 的准确值为 0. 69314718" ■，由此看出兄 4 (1) 的精度比 Ss ( 1 ) 

高出近 10 万倍，而它们的计算量是相当的，这说明用有理逼近比 
多项式逼近好得多.在计算机上计算有理函数 （7 .1) 的值通常可 
转化为连分式，这样可以节省乘除法的计算次数. 

例 9 给出有理函数 

2 x + 45 jc 3 + 381 jc 2 + 1353 jc + 1511 
43 ⑺= jc 3 + 21 X + 157 jc + 409 

用辗转相除法将它化为连分式并写成紧凑形式. 

解用辗转相除可逐步得到 
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R43 ( x ) = 2 x + 3 + 


4 x + 64 x + 284 
jc 3 + 21 x + 151 x + 409 


— 2 x + 3 + 



4_ 

6 ( x + 9 ) 
x + 16 x + 71 


— 2 x + 3 + 



4_ 

_6 




x + 9 




2 x + 3 + 


4 


6 


8 


x+5 + x + 7+x + 9 


本例中用连分式计算兄“幻的值只需3次除法，1次乘法和 
7次加法.若直接用多项式计算的秦九韶算法则需6次乘法和1 

次除法及7次加法，可见将化成连分式可节省计算乘除法 
次数，对一般的有理函数 （7 .1) 可转化为一个连分式 


Rnm (X) = PX(X) + — . 

x + d \ + ■■■ + x + di 

它的乘除法运算只需 maxfm ， 次，而直接用有理函数 (7 .1) 计算 
乘除法次数为 n + m 次 • 


372 帕德逼近 


利用函数/(幻的泰勒展开可以得到它的有理逼近.设 f ( x ) 


在 x = 0的泰勒展开为 


f ( x ) 

它的部分和记作 





k ! 


/ k ) ( 0)x 


k 



X) (^) 


(N + l ) ! 


x 


(1 5) 


P(x) 





k • 



k ) 


( 0)x 


k 



k 


ax 


(1 6 ) 


定义 11 设 /€ (^ +1 ( - a ， …， N = n + m ， 如果有理函数 


Rnm ( JC) 


cd + a \ x + 


■ ■ 


anx 


1 + b x + 


■ ■国 


+ bm X 


Pn( X) 

Q m ( x ) 


(1 V 
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其中X)，04 X)无公因式，且满足条件 

li k J (0) = f (k) (0) ( k = 0，1，…， N )， (1 .8) 

则称为函数 /( x ) 在 x = 0 处的阶帕德 ( Pa 忐）逼近， 

记作价 n，m )， 简称的帕德逼近. 

根据定义，若令 

h ( X) = P ( x ) Qm ( x ) - Pn ( x ), 

则满足条件 (7 S) 等价于 

} i k) (0) = 0, k = 0,1, ■■■, N . 

即 

H k) (0) = ( P ( x ) Q , n ( x ) - Pn ( x ) ) (k) = 0, k = 0，1 ，…， N . 

x = 0 

由于尸。 (0) = A.te， 应用莱布尼兹求导公式得 

k 

( P ( x ) Q m ( x ) - Pn ( x ) ) (k> = k /V" Cjbk-j - k l Ok = 0 

x = 0 j^r 

k = 0, l ,-", N y 


这里 o = - f f (j) (0) 是由 （7 .6) 得到的，上式两端除/:/，并由 h = \, 

J • 

私= 0( 当 j ' > m 时），可得 

k- 1 

cik = ^ cjbk-j + Ck (k = 0,1,-",^ (7. 9 J 

及 



-^ cjbk-j = Ck ( k = n -\- 1, ■■■, n + m) 

注意当 y > m 时匕=0,故 （7. 10) 可写成 


Cn - m+ 1 

bm 

…- Cn- 1 h 

■ Gib\ = 

Ci+ 1 ， 

Cn - m+2 

bm 

…- Cn bl - 

Cn+l b = 

Gl + l y 

Cn l? m 

m m m 

" Cn+ m - 2 ■ 

Cn-\- m- \ h 

=Cn+ 


其中 J < 0时 G = 0，若记 


(7. 10 ) 


(7. 11) 
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H = 


Cn - m+ 1 

m m m 

■ Gi- l 

■ Cn 

Cn - m+ 2 

m m m 

- Cn 

" Gi + 1 

# # • 

" Ci 

■ ■国 

參 # 參 

■ Cn-\- m - 2 

•争參 

■ Gi -\- m - 


( 7 . 12 ) 


廉 = (bm ， bm - \，…， k f ， 瑯= 
则方程组 (7. 11) 的矩阵形式为 


Ci-\- 1 y Gi+ 2 y _ ■ _ ， Cn+ m ) 


T 


瓣=瑯. 

综上所述得下面的定理. 

定理 10 设 f ( x ) ^ ( f +l ( - a ， a )， N = n + m ， 则形如 （7. 7) 的 
有理函数是 f ( x ) 的 m ) 阶帕德逼近的充分必要条件是 

多项式 Pn ( X) 及 0 rn ( X )的系数 O ) ， ai ，…，及&，满足方程 
组 (7. 9) 及 (7. 11) • 

根据定理 10 求的帕德逼近时，首先要由 （7. 11) 解出 
的系数办，…， 心 ，再由 （7. 9) 直接算出 Pn ( x ) 的系数， 

a ，…， a , ./ Yx ) 的各阶帕德逼近可列成一张表，称为帕德表（见表 
3-4厂 


表 3 -4 帕德表 



例 10 求 /(；0= ln(l + x ) 的帕德逼近 R (2,2) 及 R (3,3) • 
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角军由 ln(l +幻的泰勒展开 

Inf 1 + x) = x - x 2 + -士 x 4 + ■ 

jLm/ mJ l" 


得 （S = 0,(3 = l y Cl = 

由 （ 7. 11 ) 得 



求得 h = l ,h = "^"， 再由 （ 7. 9) 得 


于是得 


ao = 0 y a\ 



R 22 ( x)= 



6x + 3 x 


2 


6 + 6x + x 


2 


当 以 = m = 3 时， 由 （ 7. 11) 得 




h ■ 








解得 h = h y b = 20 ' 

代入 （ 7. 9) 得 0)=0 ， a\ = l y a. — \, 
于是得 


II 

= 60 • 


=m = 2 时, 
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R33 ( x) = 



_ 60 x + 60 x + 11 x 

60 + 90 x + 36 X + 3 X 


可以看到这里得到的 Ri 2 ( x) 及 死 3 (4 与 lnfl + X) 的前面连分式 
展开得到的有理逼近 (7. 4) 结果一样. 

为了求帕德逼近( X )的误差估计，由 （ 7. 9) 及 (1. 11) 求得 

^ Pn ( x ) y Qm ( X ) 系数 a , a ，…， On 及 h ，…， bm ，直接代入则得 


f ( X ) Qm ( X ) - Pn ( x ) = X 

每除上式两端，即得 




、k Cn-\- m+ \ + l - k X 


l 


X 


f ( x) - Rnm ( X) 




ri x 


i 


Q m ( x ) 


(7. 13) 


其中 r，= ) - }?k Cn+ m+ /+ 1 - k . 

K = 0 

当 I ;cl < 1 时可得误差近似表达式 

m 

f ( X) - Rnm ( x) ^ To X + m+1 , ro = bkCn + m + \-k . 

评 注 

函数逼近是数学中的经典课题，它与数学中其他分支有着密 
切的联系，也是计算数学的基础，本章仅讨论最佳一致逼近和最佳 
平方逼近的基本概念及正交多项式，更详细内容可参看厂67等 
专门著作. 

正交多项式在函数逼近中有重要作用，它在高斯 （ Gauss) 求 
积中也有重要应用.特别地，对勒让德多项式及切比雪夫多项式 
本章做了较详细的讨论，因为这是两个十分重要又经常使用的正 
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交多项式，应引起读者关注. 

曲线拟合的最小二乘法在应用科学中具有重要作用，它是离 
散点的最佳平方逼近.本章引入哈尔条件，由此可证明解的存在 
唯一性，而采用离散点正交多项式可避免解法方程时出现的病态 
问题，为用多项式作最小二乘模型提供了可行的算法. 

傅里叶变换也是最佳平方逼近得到的，快速傅里叶变换 
( FFT ) 是节省计算次数的一个范例，本章介绍的 FFT 算法是 
Cooley - Tukey 算法的改进 n 27 ，其基本思想与经典的 FFT 算法是 
一致的，更详细讨论可参见文献 . 

有理逼近是函数逼近的重要组成部分.本章只简单介绍有广 
泛应用的帕德逼近，其他内容可参见文献/57 . 

习 题 

1 • /( 幻 = sin t x ，给出 / " 0 ， 1 7 上的伯恩斯坦多项式及 （ / ， 4 及 ft ( /， 

x). 

2 .当 / ⑺ = 时，求证 B n ( f ， x) = x . 

3 . 证明函数 l ， ;c ， … ， / 线性无关 . 

4 • 计算下列函数 f(x) 关于 C/0,17 的 II /II〜II /II ! 与 II /II 2 : 

(1) fix) = (x-l)\ 

(2) f( x) = x- , 

(3) /( 幻 =1 - 又厂，讲与 n 为正整数， 

(V f(x) = (x+l) 10 e- x . 

5 •证明 II /ill > II /II - IUII • 

6 •对 f( x) ， g( x) 6 C [a ， b ] ，定义 

n ) (f ， g) = f a f r (x)g’(x)dx , 

(V (f ， g)= f J’ ( x)g'( x)dx + f( a)g(a ). 
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问它们是否构成内积. 

I •令 T : ( x )= T “2 x - :1)，；^/0，17，试证〈7；: (^"是在/0，17上带权 
P ( x ) = — 1 ~^的正交多项式，并求< ( x ) > ^ ( X )， T ; ㈤ ， T ; ㈤ . 

X - X 

8 .对权函数 P (； C ) = 1+ /，区间/ - l ， u ， 试求首项系数为1的正交多项 
x ) , n = 0,1,2,3 . 

9 .试证明由 （2 .14) 给出的第二类切比雪夫多项式族是1,1； 

上带权 P (； c )= 1 - f 的正交多项式. 

10. 证明切比雪夫多项式满足微分方程 

(\ - x ) T'n ( X) - xTn (x) + n T n ( x) = 0 . 

II .假设/(幻在上连续，求/(幻的零次最佳一致逼近多项式. 

12 .选取常数 a ， 使 maxi / - 达到极小，又问这个解是否唯一？ 

0< 1 

13 .求 f ( x ) = sinx 在 /0， n / 27上的最佳一次逼近多项式，并估计误差. 

14 .求 f ( x ) = e " 在 /0， U 上的最佳一次逼近多项式. 

15 .求 f ( x ) = x 4 + 3/ - 1在区间/0，17上的三次最佳一致逼近多项式 . 

16 ./(幻= l ; cl ， 在 1 ， 17 上求关于中= spanfl ， f ，/ J 的最佳平方逼 
近多项式. 

17 .求函数/(幻在指定区间上对于中= spanfl ， 衫的最佳平方逼近多 
项式： 

(1) f ( x )= +，[ l ，3] ; (2) f ( x ) = e \/0,17; 

Jv 

(3) f ( x ) = co 幻 x ，[ Q ， l ] ; (4) f ( x ) = lnx ，[1，2] • 

18 • /( ^ = sin 在 / - 1 ， 17 上按勒让德多项式展开求三次最佳平方 
逼近多项式. 

19 .观测物体的直线运动，得出以下数据： 


时间， ( S ) 

■ 

0. 9 

1. 9 

3. 0 

3. 9 

n 

距离 s ( m ) 

mm 

■■ 

30 

50 

80 

110 


求运动方程. 

20 . 已知实验数据 如下： 
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Xi 

19 

25 

31 

38 

44 

yi 

19. 0 

32. 3 

49. 0 

73. 3 

97. 8 


用最小二乘法求形如 y = a + bx 2 的经验公式，并计算均方误差. 
21 .在某化学反应中，由实验得分解物浓度与时间关系如下. • 


时间 f 

0 

5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 


Q 

1. 27 2. 16 2. 86 3. 44 3. 87 4 15 4. 37 4. 51 4 .58 4. 62 4. 64 


用最小二乘法求 y = f ( t ). 

22 •给出一张记录(4,3,2，1，0，1，2,3)，用 FFT 算法求 f/J 的离 
散谱 f a ) • 

23 .用辗转相除法将 R 2 2 ( x ) = 化为连分式 . 

x + 6x+ 6 

24 •求/( X ) = sinx 在 x =0 处的（3,3)阶帕德逼近 • 

25 •求 f(x) = e x 在 x = 0 处的 （2,1) 阶帕德逼近 R 2 i(x ). 
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4.1 引 言 

411数值求积的基本思想 

实际问题当中常常需要计算积分.有些数值方法，如微分方 
程和积分方程的求解，也都和积分计算相联系. 

依据人们所熟知的微积分基本定理，对于积分 

I = f /( x ) dx , 

只要找到被积函数/( X )的原函数便有下列牛顿-莱布尼兹 

( Newton-LeibnizJ 公式： 

b 

J f ( x)dx = F ( b ) - F ( a ) • 

但实际使用这种求积方法往往有困难，因为大量的被积函数，诸如 
— , sinx 等等，找不到用初等函数表示的原函数，•另外，当 

JC 

n x ) 是由测量或数值计算给出的一张数据表时，牛顿-莱布尼兹 
公式也不能直接运用.因此有必要研究积分的数值计算问题. 

积分中值定理告诉我们，在积分区间 [ a , b ] 内 存在一点乙 

成立 

//( x)dx = (b - a ) f (^ ), 

就是说，底为 a 而高为 /( O 的矩形面积恰等于所求曲边梯形 
的面积 /( 图 4-1) .问题在于点€的具体位置一般是不知道的，因 
而难以准确算出 / YO 的值.我们将 / YO 称为区间 d 耐上的平均 



高度.这样，只要对平均高度提供一种算法，相应地便获得 
一种数值求积方法. 



图 4-1 图 4-2 


如果我们用两端点“高度 “/( a ) 与/(幻的算术平均作为平均 
高度的近似值，这样导出的求积公式 

T : ^[/( a ) + f ( b )] (1 1) 

便是我们所熟悉的梯形公式（几何意义参看图 4-2) .而如果改用 
区间中点的“高度近似地取代平均高度/«)，则又 
可导出所谓中矩形公式（今后简称矩形公式） 

R = (b ■ a ) f • (1 2) 

更一般地，我们可以在区间 A a , ~上适当选取某些节点 a ，然 
后用 /(☆) 加权平均得到平均高度 /( C ) 的近似值，这样构造出的 
求积公式具有下列形式： 

J f ( x ) dx ^ ^ A k f ( x k ), (1 3) 

式中称为求积节点， • A 称为求积系数，亦称伴随节点^的权 • 
权 A 仅仅与节点； C* 的选取有关，而不依赖于被积函数/(幻的具 
体形式. 

这类数值积分方法通常称为机械求积，其特点是将积分求值 
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问题归结为函数值的计算，这就避开了牛顿-莱布尼兹公式需要 
寻求原函数的困难. 

4. 1. 2 代数精度的概念 

数值求积方法是近似方法，为要保证精度，我们自然希望求积 
公式能对“尽可能多”的函数准确地成立，这就提出了所谓代数精 
度的概念. 

定义1如果某个求积公式对于次数不超过 m 的多项式均能 
准确地成立，但对于 m +1 次多项式就不准确成立，则称该求积公 
式具有 m 次代数精度. 

不难验证，梯形公式 （1. 1) 和矩形公式 （1. 2) 均具有一次代数 
精度. 

一般地，欲使求积公式 （1. 3) 具有 m 次代数精度，只要令它对 
于 f ( x ) = 都能准确成立，这就要求 

y~ Ak - b - a, 

Ak Xk 二丄 (Z ? 2 - a ), 

2 n 旬 


r A m 丄 / t m +1 m+1 \ 

Ak Xk = ~( b - a ). 

—— m +1 

n 

为简洁起见，这里省略了符号 f 中的上下标. 

^ = 0 

如果我们事先选定求积节点 ☆ ，譬如，以区间/^，~的等距分 
点作为节点，这时取 m = «求解方程组 （1. 4) 即可确定求积系数 
A ， 而使求积公式 （1. 3) 至少具有《次代数精度.本章第2节介绍 
这样一类求积公式，梯形公式是其中的一个特例. 

为了构造出形如 3) 的求积公式，原则上是一个确定参数 
^和1的代数问题. 





4 . 1.3 插值型的求积公式 


设给定一组节点 

a < xo < xi < xi < … < Xn < b y 

且已知函数 /( x ) 在这些节点上的值，作插值函数参看第2 
章 (2. 9) 式）.由于代数多项式的原函数是容易求出的，我 
们取 

f h 

In = I L n ( ) (d X 

J a 

作为积分 I = f 的近似值，这样构造出的求积公式 


In 


[ Akf(Xk) 

k = i) 


(I 5) 


称为是插值型的，式中求积系数 A 通过插值基函数以幻积分得出 


b 


Ak 



h ( x)dx . 


(I 6) 


由插值余项定理（第 2 章的定理 2) 即知，对于插值型的求积 


公式 （1. 5)，其余项 

R [ f ] 


b 


- In 




( n + 1) 


COf x ) dx y 


fl V 


式中 € 与变量 x 有关， - Xo )( X - Xl )'"( X - Xn ). 

如果求积公式 （1. 5) 是插值型的，按式 （1. 7)，对于次数不超过 
n 的多项式/( X )，其余项 R [ f ] 等于零 ，因而这时求积公式至少具 
有 n 次代数精度. 

反之，如果求积公式 （1. 5) 至少具有《次代数精度，则它必定 
是插值型的.事实上，这时公式 （1. 5) 对于插值基函数 h '( x ) 应准 
确成立，即有 


b 



h ( x)dx 




y 


Aj h ( xj ). 


注意到 & ( A ) 


，上式右端实际上即等于 A *， 因而式 （1.6) 
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成立. 

综上所述，我们的结论是 

定理1形如 （1. 5) 的求积公式至少有《次代数精度的充分 
必要条件是，它是插值型的. 

4 . 1.4 求积公式的收敛性与稳定性 

定义2在求积公式 （1. 3) 中，若 

n b 

lim V " Akf ( Xk ) = f f ( x)dx . 

n —¥00 £ J n 

其中 / z=maxf x - x/-i ) ，则称求积公式 （1. 3) 是收敛的. 

\ < i< n 

在求积公式 （ l . 3) 中，由于计算 / YxO 可能产生误差&，实际 
得到■，即 /(xO =职+6☆•记 

n n 

L(f) = yA k f(x k ), Lm = y . 

如果对任给小正数 s > o ，只要误差 I 6 d 充分小就有 

n 

/ In(f) - L(lf[) I = I y A k f(x k ) - If, I < £ , (l .8) 

T^TT 

它表明求积公式 （1. 3) 计算是稳定的，由此给出： 

定义3 对任给£>0,若 v 6 >0,只要 1/( -fl I < 6 ( k = 0 y 

1，…，幻就有 （1. 8) 成立，则称求积公式 （1. 3) 是稳定的. 

定理2 若求积公式 （1.3) 中系数 A *>0(/:=0，1， …，…，则 

此求积公式是稳定的. 

证明对任给£ >0,若取6 = ^-， 对/：=0，1， …， n 都有 

b ■ a 

\ f ( x k ) 则有 

n 

I In(f) - L I = \YA k (f(X k ) -fU 

n 

<Y I A , II f ( xk ) - fl / 

T^TT 




4.2 牛顿-柯特斯公式 


■ 123 ■ 


<6 > Ak = S ( b - a ) = ^ . 

k = 0 

由定义 3 可知求积公式 （1.3) 是稳定的.证毕. 

定理2表明只要求积系数 A >0,就能保证计算的稳定性. 

4.2 牛顿-柯特斯公式 


4 . 2.1 柯特斯系数 


设将积分区间 M ， 以划分为 n 等分，步长，选取等距 
节点 xt = a + A :/ z 构造出的插值型求积公式 


L = (b - a)Y d k n) f( x k ) (2 1) 

T^TT 

称为牛顿-柯特斯 （ Newton - Cotes ) 公式，式中 CT 称为柯特斯系 
数.按 (1. 6) 式，引进变换 a + 仏，则有 

n 

rin) _ h _ r n ~ t _ j A 

dk ^b- ioP k - 产 



由于是多项式的积分，柯特斯系数的计算不会遇到实质性的 
困难.当 n = l 时， 


cT = d 1 ) 



2， 


这时的求积公式就是我们所熟悉的梯形公式 （1. 1). 
当 m 2 时，按 （2 2) 式，这时柯特斯系数为 


d 2 ) 



t - 1)( t - 2 )dt 



t ( t - 2) At 


4 

6 



6 ， 
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751 3577 1323 2989 2989 1323 3577 751 

17280 17280 17280 17280 17280 17280 17280 17280 

989 5888 - 928 10496 - 4540 10496 - 928 5888 989 



~出现负值，于是有 


从表中看到8时，柯特斯系数 


28350 28350 28350 28350 28350 28350 28350 28350 28350 


二 Q t(t - l)dt =- . 

相应的求积公式是下列辛普森 （ Simpson ) 公式 

S 二 ^ f ( a ) +4/ ^ + f ( b ) ， (2 3) 

而4的牛顿-柯特斯公式则特别称为柯特斯公式，其形式是 
C 二 + 32 f ( Xl ) + \2 f ( x 2) + 32 f ( xs ) + If ( x ^)]. 

(2 .4) 

Xk = a + kh , h = ^ ^ ^ . 

下表列出柯特斯系数表开头的一部分. 

表 4-1 


A1S 

192889IM 

7190259691280 
1816452514434105 
丄 6 31 0C21 5251449280 
II 2233 8 164525969135 
1121 6 1 8 719019288411840 
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yid ： i>y d n) = l, 

k= 0 k = 0 

特别地，假定 c k n) ( f ( x k ) - fu >0, 且 I f ( x k ) -ft I =6,则有 

n 

11^(n - i^m)i= y ^ n) [f( m) -和 


= y^ n) [/(x k ) - fiy 

T ^ T 5 

n 

=y I d n) 11 

k = 0 

它表明初始数据误差将会引起计算结果误差增大，即计算不稳定， 
故8的牛顿-柯特斯公式是不用的. 


f ( x k ) - 讽 / = sy I d ： ] / > 6 • 


4 . 2.2 偶阶求积公式的代数精度 


作为插值型的求积公式，《阶的牛顿-柯特斯公式至少具有《 
次的代数精度（定理 1) .实际的代数精度能否进一步提高呢？ 

先看辛普森公式 （2. 3)，它是二阶牛顿-柯特斯公式，因此至 
少具有二次代数精度.进一步用 f ( x ) = x 3 进行检验，按辛普森公 
式计算得 

^ b ■ a 3 A a + b 3 7 s 


另一方面，直接求积得 




3 


X dx 


b 4 


4 


a 


4 


这时有/，即辛普森公式对次数不超过三次的多项式均能准确 
成立，又容易验证它对 f ( x ) = X 通常是不准确的，因此，辛普森 
公式实际上具有三次代数精度. 

一 般地，我们可以证明下述论断： 

定理3当阶《为偶数时，牛顿-柯特斯公式 （2 1) 至少有《 + 
1次代数精度. 
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证明我们只要验证，当〃为偶数时，牛顿-柯特斯公式对 
/( x ) = / +1 的余项为零. 

按余项公式 （1. 7)，由于这里 / ，， + 1 > (x) = ( n + l ) /，从而有 

R[f] = I ( x - xj)dx . 

J a j=q 

引进变换 x = a + 氣并注意到 a = jh ， 有 

R[fi = h n2 f r\(t- j)dt ， 

^ 0 j=0 


n 


若打为偶数，则 f 为整数，再令 k w + f ， 进一步有 


R [ f ] 


h n+2 f 


2 


2 


u 


ri 

2 


i du y 


据此可以断定似/7 = 0,因为被积函数 


H 2 


H ( u ) 

是个奇函数.证毕 



u 


n 


2 



u - j) 


2 


4 . 2.3 几种低阶求积公式的余项 

首先考察梯形公式，按余项公式 （1. 7) ，梯形公式 （1. 1) 的余项 

b /C \ 

Rt = I - T = J ’ ^ ( x - a) ( x - b)dx y 


这里积分的核函数 - a)( x - 幻在区间/?7上保号（非正），应 
用积分中值定理，在/^，以内存在一点 n ， 使 


R 


T 


f (n 
2 



x - a) ( x - b)dx 


f (n) 

12 


(b - af ， H ^ [ ci , b ] 


(2 5) 


再研究辛普森公式 (2. 3) 的余项 Rs = I - S . 为此构造次数不 
超过3的多项式//( X )，使满足 

H ( a ) = f ( a )， H ( b ) = f ( b ); 
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H ( c ) 




f ( c )， H '( c ) 


f'(c) • 


(2 6 ) 


这里 c 


a + b 


.由于辛普森公式具有三次代数精度，它对于这样构 


造出的三次式 x ) 是准确的，即 


b 



H ( x)dx 




[ H ( a ) + 4 H ( c ) + H ( b )] 


a 


而利用插值条件 （2 6) 知，上式右端实际上等于按辛普森公式 
(2. 3) 求得的积分值&因此积分余项 


b 


Rs 


I - S 




f [ f ( x ) - H ( x)]dx 

J a 


对于满足条件 （2. 6) 的多项式//( X )，其插值余项由第2章 


(5. 11) 得 


f ( x ) - H ( x ) 



4 ! 


2 

x - a )( x - c ) ( x - b ) y 


故有 


Rs 





x - a ) ( x - c ) 2 ( x - b)dx . 


这时积分的核函数 （x - a )( x - c ) ( x - b ) 在 fa ， 上保号（非正) 
再用积分中值定理有 


Rs 



4 ! 


x - a ) ( x - c ) 2 ( x - b)dx 


b - a b - a 

180 2 


广叫 • 


(2 V 


关于柯特斯公式 （2. 4) 的积分余项，这里不再具体推导，仅列 


出结果 如下: 


R 


C 


2 (b - a 


945 


广⑻ 


(2 . 8 ) 


4 . 3 


复化求积公式 


前面已经指出高阶牛顿-柯特斯公式是不稳定的，因此，不可 
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能通过提高阶的方法来提高求积精度.为了提高精度通常可把积 
分区间分成若干子区间（通常是等分），再在每个子区间上用低 p 介 
求积公式.这种方法称为复化求积法.本节只讨论复化梯形公式 
与复化辛普森公式. 

4.3. 1复化梯形公式 


将区间人 a ， 划分为 n 等分，分存、 Xk = kh ， h = ~ ~ , k = 0， 

1 ，…， n ， 在每个子区间 / h ，: u+i ]( k =0， l ，…， n - 1) 上采用梯形公 
式 (1. 1)，则得 



b 


f( 




n - i 

江 : ' f(x)d X 


h 


2 


y [f(x k ) + f(x k+l )J + Rn ( f ) . (3 1) 


记 


Tn 


=^y if(x k ) + f(xw)] 

Z T^TT 


h 

2 


f ( Cl) + f ( Xk) + f ( b ) 

kTT 


f3 2 ) 


称为复化梯形公式，其余项可由 （2. 5) 得 


Rn ( f) 


Tn 





由于 f( x) € d [a ， b] f K 


min /(HO < 


0< 


r/fno 

k= 0 


fl nrr 


^ . max /7 n 0 


n - 


所以 v n c ( a , 幻使 


/7 n ) 


n 


Vf(n 

T^TT 


于是复化梯形公式余项为 
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Rn ( f ) 


b - a 
12 


• 


(3 3) 


可以看出误差是 / Z 2 阶，且由 （3. 3) 立即得到，当 f( X) € 


C [a,b],m 


lim Tn = f f ( x)dx y 

00 J a 


即复化梯形公式是收敛的.事实上只要设 f ( x)e 则可得 

到收敛性，因为只要把 7； 改写为 


Tn 


Yf ( 


Xk ) 


Yf ( 

kTT 


Xk ). 


当 n 4 OO 时，上式右端括号内的两个和式均收敛到积分 



b 


f ( x ) dx ，所以复化梯形公式 （3. 2) 收敛.此外，7\的求积系数 


为正，由定理2知复化梯形公式是稳定的. 


4.3.2 复化辛普森求积公式 


将区间/ * a ， b ] 分为 n 等分，在每个子区间/ b 1 7上采用辛 


普森公式 (2. 3)，若记 m = ☆ + f / z ， 则得 



b 


f ( 




n - i 

u 


k+\ 


f ( 


A 


[ f (^) + 4 /f ^ + l /2 ) + f ( Xk + l )] + Rn ( f ) 


f 3 4) 


记 


Sn 


h_ 


-^[ f ( Xk ) + 4 f ( Xk+V2 ) + f ( Xk+l)] 


Jl 


f ( a )^ AYf ( x k + ,2)^2 Yf ( x k )^ f ( b ) , (3 5) 

T^TT k^T 


称为复化辛普森求积公式.其余项由 （2. 7) 得 
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R4f) 


Sn 


h h 


180 2 




4 ) 


(r\ k ) , r\k € (Xk, Xk+i) 


于是当 f ( x)e 时，与复化梯形公式相似有 


Rn ( f ) 


I - S 


b - a JtL 
180 2 


4 


/ 4 Vn )， 


^ ^ ( a , b ) 


(3 6 ) 

由 （3. 6) 看出，误差阶为 / z 4 , 收敛性是显然的，实际上，只要 
f ( x ) e cya / t /则可得到收敛性，即 


b 

lim Sn = f f ( x ) 

n-> oo J a 


dx . 


此外，由于&中求积系数均为正数，故知复化辛普森公式计 
算稳定. 


例1 对于函数 f ( x ) = 给出 n = 8的函数表（见 

JC 


表4-2)，试用复化梯形公式 (3. 2) 及复化辛普森公式 (3. 5) 计算积分 


sinx 

x 




并估计误差. 

解将积分区间/ 17 划分为 
8等分，应用复化梯形法求得 

- 0. 9456909; 

而如果将 / X )， U 分为4等分，应用复 

化辛普森法有 

& = 0. 9460832 . 

比较上面两个结果 r 8 与&， 
它们都需要提供9个点上的函数 
值，计算量基本相同，然而精度却差 
别很大，同积分的准确值/ = 
0. 9460831比较，复化梯形法的结 


表 4-2 



f ( x ) 

0 

1 

V 8 

0. 9973978 

1/4 

0. 9896158 

3/ 8 

0. 9767267 

1/ 2 

0. 9588510 

5/8 

0. 9361556 

y 4 

0. 9088516 

7/8 

0. 8771925 

1 

0. 8414709 
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果 r 8 =a 9456909 只有两位有效数字，而复化辛普森法的结果 
& =0. 9460832 却有六位有效数字. 


smx 


为了利用余项公式估计误差，要求/(幻的高阶导数， 


由于 


f( x) 


smx 





0 


cosf xt)dt y 


所以有 


1 'k 



( x ) =f 0 ~^T(cosxt)dt =f Q 


t cos Xt + I dt 


于是 


max I f k> ( x) I < [ cos xt — t dt < f t dt 

0 < 1 J 0 Z J 0 

由 （ 3. 3) 得复化梯形公式误差 

u 2 

I (f) I = I I - Tn I < ~ max / f ( x) 

1 2 0 < x < 1 




k + 


t - a 000434 - 


对复化辛普森公式误差，由 （ 3. 6) 得 


I R 4 ( f) I = I I - & /< 


2880 


0. 271 X 10 


44龙贝格求积公式 

441梯形法的递推化 

上节介绍的复化求积方法可提高求积精度，实际计算时若精 
度不够可将步长逐次分半.设将区间分为《等分，共有 n+l 
个分点，如果将求积区间再二分一次，则分点增至2« + 1个，我们 
将二分前后两个积分值联系起来加以考察.注意到每个子区间 
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[Xk , Xk + 1 7经过二分只增加了 一个分点 Xk + f = X/c + Xk + \ ) ，用复 

化梯形公式求得该子区间上的积分值为 

々[ f ( + 2 f ( Xk + ^) + f ( Xk + i )]. 

注意，这里代表二分前的步长.将每个子区间上的积分 

n 

值相加得 

n- 1 n- 1 

Tin =专乙 ’/㈤ + f(X^)] + 

从而利用式 (3. 2) 可导出下列递推公式 

n - 1 

T 2 n = +7； + +厂 f ( X ^) . (4 1) 

2 2 

例2计算积分值 

x f sinx , 

I = - dx . 

解我们先对整个区间/ ^, 17 使用梯形公式.对于函数 fix ) 

c 1 v _ 

= - ，它在 x =0 的值定义为 f (0)= 1，而 f ( l ) =0. 8414709,据 

JC 

梯形公式计算得 

T ' 二 ~^[ f (0) + f ( l )] = 0. 9207355 . 

然后将区间二等分，再求出中点的函数值 

/ 十二 0. 9588510， 

从而利用递推公式 (4. 1)，有 

r 2 = + 士/ + = 0. 9397933 . 

2 2 J 2 

我们进一步二分求积区间，并计算新分点上的函数值 

f(V 4) = 0. 9896158, f (3/ 4) = 0. 9088516 . 




再利用式 (4. 1)，有 
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Ta 


2 72 + 7 / 4 


/ 


0. 9445135 . 


这样不断二分下去，计算结果见下表（表中代表二分次数， 
区间等分数 n =2 k ) • 


表 4-3 




0. 9397933 0. 9445135 0. 9456909 0. 9459850 0. 9460596 



0. 9460769 0. 9460815 0. 9460827 0. 9460830 0. 9460831 


它表明用复化梯形公式计算积分/要达到7位有效数字的精 
度需要二分区间10次，即要有分点1025个，计算量很大. 


4.4.2 龙贝格算法 


梯形法计算简单但收敛慢，如何提高收敛速度以节省计算量 
是本节要讨论的中心问题.根据复化梯形公式的余项表达式 
(3. 3) 可知 


Tn 


12 


^ / (n ) ， n ^ (a,b )； 


Tl n 




2 


12 


/_， _€ (a ， b) 


假定 /7 n )^/ 贿，则有 


Tin 

Tn 


将上式移项整理，可得 


Tin ^ —(Tin - Tn ). 


(4 2) 
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由此可见，只有二分前后的两个积分值 T , 与 7^相当接近， 

就可以保证计算结果 r 2 „ 的误差很小.这样直接用计算结果来估 
计误差的方法通常称作误差的事后估计法. 


按式 (4. 2)，积分近似值 r 2 « 的误差大致等于7^ - 乃），因 
此如果用这个误差值作为 r 2 »的一种补偿，可以期望，所得到的 

K- Tin + Tin - Tn) = 乃 …十乃 (4 3) 

可能是更好的结果. 

再考察例2,所求得的两个梯形值 r 4 = 0. 9445135和 r 8 = 
0. 9456909的精度都很差（与准确值 7= 0. 9460831比较，只有两、 

三位有效数字），但如果将它们按式 （4. 3 ) 做线性组合，则新的近 

似值 

-女 = 0. 9460833 

却有6位有效数字. 

按公式 (4. 3) 组合得到的近似值 K 其实质究竟是什么呢？直 
接验证易知 

Sn = ^ Tm - ^Tn . (4 .4) 


这就是说，用梯形法二分前后的两个积分值7；与 r 2 «， 按式 (4. 3) 
做线性组合，结果得到辛普森法的积分值又. 

再考察辛普森法，按误差公式 （3. 6)，其截断误差大致与//成 
正比，因此，若将步长折半则误差将减至原有误差的1/ 16,即有 


由此得到 



16, 




16 

15 


Sin 


1 


15 


Sn 
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不难直接验证，上式右端的值等于 C ,， CL 为复化柯特斯公式，它 
的精度为 <9(// )，就是说，用辛普森法二分前后两个积分值&与 

，可得到 I 的近似误差估计为 - &)，并且按上式做线 
性组合可得复化柯特斯的积分值 C «， 即有 


Cn 


i6 c 

15心 _ 15心 


(4 5) 


重复同样的手续，依据柯特斯法的误差阶为 / z 6 , 可进一步导 
出下列龙贝格 ( Romberg ) 公式： 


Rn 


64 

63 


Cln - 


63 


Cn 


(4 6) 


我们在变步长的过程中运用公式 （4. 4) ， （4. 5) 和 （4. 6)， 就能 
将粗糙的梯形值逐步加工成精度较高的辛普森值&、柯特斯 
11 Cn 和龙贝格值儿 . 

例 3 用加速公式 (4. 4),(4. 5) 和 （4. 6) 加工例 2 得到的梯形 
值，计算结果见下表 （々代 表二分次数厂 


表 4 -4 


k 

Ti k 

& 々 - 1 

Ci k ' 2 


mm 

0 . 9207355 




1 

0 . 9397933 

0 . 9461459 



2 

0 . 9445135 

0 . 9460869 

0 . 9460830 


3 

0 . 9456909 

0 . 9460833 

0 . 9460831 

0 . 9460831 


我们看到，这里利用二分3次的数据（它们的精度都很差，只有 
两三位有效数字），通过三次加速求得 R = 0. 9460831，这个结果的 
每一位数字都是有效数字，可见加速的效果是十分显著的. 

443 理查森外推加速法 

上面讨论说明由梯形公式出发，将区间/^，以逐次二分可提高 
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求积公式的精度，上述加速过程还可继续下去，其理论依据是梯形 
公式的余项展开，设 

I - Tn = - f ( V]) y n ^ [ a ， b]，h = . 

12 n 


若记 Tn = 7 Y / Z )， 当区间 M ，/77 分为等分时，则有 T 2 n = T 
并且有 


T ( h )= 


/ + 


b - a 
12 


h 2 f(n )， limT ( h )= 

^ /r^O 


T ( O ) = /, 


可证明梯形公式余项可展成级数形式，即 
定理 4 设 f ( x ) € 则有 

T ( h ) = / + Qi fi + 02 \i + … + Cl / / z 2/ + …， （4 .7) 


其中系数 Cl / (/=1，2,…）与 h 无关. 

此定理可利用/( X )的泰勒展开推导得到，此处从略. 

定理4表明 7 Y / Z ) 3/是 0(/0 阶，在 （4 7) 中，若用// 2代替 

h ， 有 


T 


h 

2 


=/ + a 


f + a 

4 





16 


+ 


+ Oi 


h 

2 



(4 .8) 


若用 4 乘 (4. 8) 式，减去 (4. 7) 式再除3记之为则得 

4 T J - T ( h ) 

T ' ( h ) = -- - / + ^i / z 4 + f )2 / z 6 + ■■■, (4 9) 


这里 h 必 2 ,…以及后面将出现的 nA 均为与 A 无关的系数，这样 
构造的7； (幻 与积分值/近似的阶为 0( h 4 ). 比较 （4. 9) 与 （4. 4) 

可知，这样构造的序列 T '( h )， T ' 七 ，…就是辛普森公式序列 


Sn 


Sm 


又根据 (4. 9) 有 
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Tx 


_h 


/ + p)l 77 + ^2 /z + ^3 /z 8 

16 


若令 


T2(h) 




16 


TUh) 


则又可进一步从余项展开式中消去 /z 4 项，而有 


T2(h) 




/ + Yi " 6 + 丫2 


8 


这样构造出的 f r 2 (/z) 入其实就是柯特斯公式序列，它与积分值 / 
的逼近阶为 0 ( h 6 ) . 如此继续下去，每加速一次，误差的量级便提 


高 2 阶，一般地，若记 To(h)= 7Y/Z )， 则有 


T m (h) 


Tm- 


h 


Tm-x(h) . (4 10) 


经过 m(m = 1 ， 2,… ）次加速后，余项便取下列形式 


Trn(h) 




7+6! h 2(m+l) +6 2 /z 


2 ( m+2) 


(4 11 ) 


上述处理方法通常称为理查森 (Richardson) 外推加速方法 . 
设以 7T 表示二分 & 次后 求得的梯形值，且以 7 ^表示序列 

f 7T J 的 m 次加速值，则依递推公式 (4. 10 ) 可得 


rA k) 

1 m 


rAk^ 1 
1 m- \ 


T\n. 1 (k = 1 ， 2, ■■■) . (4 12) 


公式 (4. 12) 也称为龙贝格求积算法，计算过程如下： 

(1) 耳又灸 =0 ， h = b - a ， 求 fo 0) = ^[ f ( a ) + f ( b )] 

令记区间 /A/T/ 的二分次数 j • 


( 2 ) 求梯形值 To 


b 麵 a 


k 


，即按递推公式 (4. 1 ) 计算艽 


(3) 求加速值，按公式 (4. 12) 逐个求出 r 表（见表 4-5 ) 的第 k 
行其余各元素 T ^ j k ' n ( j = 1,2, ■■■, k ). 

(4) 若 ITT - 71% I <£( 预先给定的精度），则终止计算，并取 
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表 4-5 指出了计算过程，第2列给出了子区间长度， 
⑦表示第/步外推. 

可以证明，如果充分光滑，那么 r 表每一列的元素及对 

角线元素均收敛到所求的积分值/，即 

limf ) = / (m 固 定）， 

oo 

lim tZ ] = I . 

m— 00 

对于 /( x ) 不充分光滑的函数也可用龙贝格算法计算，只是收 
敛慢一些，这时也可以直接使用复化辛普森公式计算.见下面 
例题 • 

例 4 用龙贝格算法计算积分/ = f x 3/2 dx . 

J 0 

解 /( x )=/ 2 在 f 0 ， 17 上仅是一次连续可微，用龙贝格算法 

计算结果见表 4-6 .从表中看到用龙贝格算到&=5的精度与辛普 
森求积精度相当.这里/的精确值为 0. 4 . 
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表 4-6 

k 

n k) 

t k) 

n k) 

T 3 k) 

T[ k) 

T 5 k) 

0 

0. 500000 






1 

0. 426777 

0. 402369 





2 

0. 407018 

0. 400432 

0. 400302 




3 

0. 401812 

0. 400077 

0. 400054 

0. 400050 



4 

0. 400463 

0. 400014 

0. 400009 

0. 400009 

0. 400009 


5 

0. 400118 

0. 40 000 2 

0. 400002 

0. 400002 

0. 400002 

0. 400002 


4 5 高斯求积公式 


451 一 般理论 

形如 （1. 3) 的机械求积公式 


b 


f f ( ^ ^ Akf ( Xk ) 


含有 2 n +2 个待定参数 ☆， A 4々=0， l ， …，幻.当 b 为等距节点 

时得到的插值求积公式其代数精度至少为《次，如果适当选取& 
(k = 0, l ,---, n ) ，有可能使求积公式具有 2 n + 1次代数精度，这类 
求积公式称为高斯 （ Gauss ) 求积公式.为使问题更具一般性，我们 

研究带权积分/ = f /( x ) p ( x ) dx ， 这里为权函数，类似 


(1. 3)，它的求积公式为 

J a f ( ^)9( x)dx ^ Akf(Xk )， (5 1) 

k = 0 

Ak ( k = 0 y l y - mm , n ) 为不依赖于 /( x ) 的求积系数， l ( A ： = 0, 1 ，…， 
幻 为求积节点，可适当选取 b 及 A 4 々= 0,1 ，…， 幻 使 （5. 1 ) 具有 
2^+1次代数精度. 






■ 140 ■ 


第 4 章数值积分与数值微分 


定义4如果求积公式 （5. 1) 具有 2^+ 1 次代数精度，则称其 
节点 Xk ( k=0 y l y ■■- , n) 为高斯点，相应公式 （5. 1) 称为高斯求积 
公式. 

根据定义要使 (5. 1) 具有 2«+ 1 次代数精度，只要取 f ( x ) = 

，，对 肌 =0，1， …， 2"+ l ，（5. U 精确成立，则得 

n / 

厂 AkXk = J x' u p ( x)dx m = 0，1， …， + 1 • (5 2) 

当给定权函数求出右端积分，则可由 （5. 2) 解得 A 及 x“k 


0 , 1 ，… ，⑴. 

例5试构造下列积分的高斯求积公式. • 



xf( x)dx ~ Ao f( ) + Ai f(x \). 


解令公式 (5. 3) 对于 f ( x ) = \, x,x , x 准确成立，得 


(5 3) 


A ) 


2 


j(b Ao 


x\ Ai 


2^ 


Ab Ao 


x\ A\ 


2 


(5 A ) 



3 


Ao 


3 


xi Ai 


2 


9 


由于 


jco A + x\ Ai = xo (A A\) -\- ( x\ - xo) A\ y 


利用 （5. 4) 的第 1 式，可将第 2 式化为 



(Xi 


-jd) ) A\ 



同样地，利用第 2 式化第3式，利用第3式化第4式，分别得 



Xo + ( Xi 


- xo ) x\ Ai 
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Xo + ( Xi 


2 


- xo ) xi A\ 


从上面三个式子消去 （xi - w ) Ai ，有 


2 

9 • 


2_ 






1 • 



进一步整理得 





2 

9 • 



Xo X\ 







由此解出 



Xo + Xi ) 




2 

9 • 


从而求出 


见 xi = 



10 
9 ， 


xo = 0. 821162, 力 = 0. 289949; 

A = 0. 389111, A = 0. 277556 • 

于是形如 （5. 3) 的高斯公式是 

1 

人 xf ( x)dx ~0. 389111/ f 0. 821162) 



+ 0. 277556/(0. 289949) • 

从此例看到求解非线性方程组 （5. 2) 较复杂，通常就很 
难求解•故一般不通过解方程 （5. 2) 求 b 及 A k (k = 0 y l y -\ n) y 

而从分析高斯点的特性来构造高斯求积公式. 

定理 5 插值型求积公式 （5. 1) 的节点% < xi 〈… < 1 < 
办是高斯点的充分必要条件是以这些节点为零点的多项式 

C07+1 ( x) = ( X - Jb ) ( X - Xi ) mmm ( X - Xn ) 

与任何次数不超过 n 的多项式带权 P (； C ) 正交，即 
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P ( x JQi + 1 ( x ) p ( x)dx 


= 0 . 


(5 5) 


证明必要性•设 P ( x ) € //,,，贝 lj P ( x)^ + 1 ( x ) € ，因 

此，如果 ％ ， I ，…， i 是高斯点，则求积公式 （ 5. 1)对于/(^)= 
P ( x ) GX + i ( x ) 精确成立，即有 

b n 

J P( xjCO^+i ( x)p( x)dx = ^ Ak P( Xk jQ^+i ( Xk ). 

因 瓜 +1 (;^ = 0(^=0 ， 1 ，一， " > ) ，故（ 5. 5) 成立 . 

再证充分性 • 对于 " f(x)^ // 2 «+ 1 ，用 GV 1 ( X) 除 /( X )，记商 
为 余式为 即 f( x) = P( x)C^, + \ ( x) + q( x) , 其中 

P( x) ， q( x) € Hn •由 （ 5. 可得 

r h r h 

I f( x)p( x)dx = q( x)p( x)dx . f 5 .6) 

J a J a 


由于所给求积公式 （5. 1) 是插值型的，它对于 q ( x ) € Hn 是精确 


的，即 


b 


n 


J q ( x ) p ( x ) dx 


V" Ak q ( Xk ) • 

T^TT 


再注意到 C 0 i +1 ( xt ) = 0(^ = 0，1，■■■，"）， 知 = Xk ) ( k = 0 
1 ，…， 《) ，从而由 （5. 6) 有 

f f ( x ) p ( x)dx = f q ( x ) p ( x)dx = Y " Akf ( Xk ). 

J a J a T^TT 


可见求积公式 (5. 1) 对一切次数不超过 2 n + 1的多项式均精确成 
立.因此 ，: u ( 々= 0,1，… ，…为 高斯点.证毕. 

定理表明在上带权 p (; c ) 的1次正交多项式的零点 
就是求积公式 （5. 1) 的高斯点，有了求积节点/:=0，1，…，…， 
再利用 （5. 2) 对 m = 0， l ， …，《成立，则得到一组关于求积系数 
Ao , Ai ，- m , An 的线性方程.解此方程则得 Ak ( k =0 y l y mmm y n ) .ill 
可直接由％， xi ，…， I 的插值多项式求出求积系数 A & ( 々= 
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0，1，… ，幻. 

下面讨论高斯求积公式 (5. 1) 的余项.利用/(幻在节点 x“k 
= 0,1，…，幻的埃尔米特插值// 2 «+ i ( x) y W 

Hin + i ( Xk ) = f ( Xk) , H2n+l ( Xk) = f ( Xk ) ， k = 0 ， 1 ，…， n • 

于是 

A 2n+2) yC \ 

f(X) = Hm + i ( X) + 十 一 ^ Ci + i ( X) 

(Zn + Z) ! 

两端乘 P (； C )， 并由 a 到 6 积分，则得 

b b 

I = f f ( x ) p ( x)dx = f Hin + \ ( x ) p ( x)dx + Rn [ f ] . (5 J ) 

J a J a 


其中右端第一项积分对 2 n + l 次多项式精确成立，故 


Rn[f] 




I - 


[Ak f (Xk) 

k = 0 





b 


f 


2 n -\-2 ) 




^ (2n + 2 )： 


1 ( x ) p ( x)dx . 


由于 Oi +1 (; c ) p (; c )>0, 故由积分中值定理得 (5. 1) 的余项为 


Rn[f] 



2 / 7 + 2 Vn) b 


(2n+2) 




( x ) p ( x)dx 


(5 .S) 


下面讨论高斯求积公式的稳定性与收敛性. 

定理6 高斯求积公式 （5. 1) 的求积系数 A ,( k =0, l , ''' , n ) 

全是正的 • 


证明考察 



它是 n 次多项式，因而“幻是次多项式，故高斯求积公式 
(5. 1) 对于它能准确成立，即有 

b n 

0 < T ll ( x ) p ( x)dx = r Aill ( xi ). 

J a 


注意到=心，上式右端实际上即等于 A 。 ，从而有 


k ( x ) p ( x)dx > 0 • 
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定理得证 • 

由本定理及定理2,则得 
推论高斯求积公式 (5. 1) 是稳定的. 

定理7设 f ( x ) € CYa ， 以，则高斯求积公式 （5. 1) 是收敛 
的，即 

n 〆 

limY" Ak f( Xk) = I f ( x)p( x)dx . 

n ^°° r^j) J a 

证明见 /u . 

4 . 5.2 高斯-勒让德求积公式 

在高斯求积公式 (5. 1) 中，若取权函数 p ( x ) = l ， 区间为1， 
17 ,则得公式 

f i f ( x ) dx ^ J ^ A k f ( x k ) . (5 9) 

我们知道勒让德多项式（见第3章 （2. 5) 式）是区间1，17上的正 
交多项式，因此，勒让德多项式 八 +1 ( x ) 的零点就是求积公式 
( 5. 9 ) 的高斯点.形如 （ 5. 9 ) 的高斯公式特别地称为高斯 - 勒让德 
求积公式. 

若取 P \ ( x ) = x 的零点 x 。 = 0做节点构造求积公式 

/ , H x ) dx ^ A 0 f (0). 

令它对 /( x ) = 1准确成立，即可定出 Ao = 2 . 这样构造出的一点 
高斯-勒让德求积公式是中矩形公式. 

再取 p 2 ( x ) = ^(3 x - U 的两个零点±1构造求积公式 

2 3 

f f( x)dx^ A f .」^ + A f , 

令它对 f ( x )= l ，; c 都准确成立，有 
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Ao 



由此解出 A 。 = A =1，从而得到两点高斯-勒让德求积公式 

j J(x)Ax^ f - + f . 

三点高斯-勒让德公式的形式是 

/ i f(x)dx^ff -千 + f /(0) + jf 

表 4-7 列出高斯-勒让德求积公式 (5. 9) 的节点和系数. 


表 4-7 


n 

x k 


mm 

0. 0000000 

2 DO000 00 

1 

±0. 5773503 

1 DO000 00 


±0. 7745967 

0. 5555556 

2 

0. 0000000 

0. 8888889 


±0. 8611363 

0. 3478548 

3 

±0. 3399810 

0. 6521452 


±Q 9061798 

0. 2369269 

4 

±0. 5384693 

0. 4786287 


0. 0000000 

0. 5688889 


公式 (5. 9) 的余项由 （ 5. 8) 得 

R' ， [f] 二 f 2 n 2 + ( 2) ) f- i m+l(x)dX n ^ [ ' l ， 17 ， 

这里 m + 1 ( x ) 是最高项系数为 1 的勒让德多项式，由第 3 章 （2 6) 
R (2. 7) 得 
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Rn [ f] 


l 2n+3 f(n + l ) It 

(2 n + 3)[(2 n + 2) !f 


f 


2n+ 2) 


( n ), 


n ^ f - i,i). 


(5 10) 




n 


i 时，有 


R ' [ f ] 


135 



4) 


(n) 


它比辛普森公式余项 R '[ f ] 


90 


/ 4 Vn ) (区间为厂 i ， u ) 还小， 


且比辛普森公式少算一个函数值. 


当积分区间不是/^ - 1， u ，而是一般的区间^ a ， w 时，只要做 


变换 




b - a a + b 
2 + 2 


可将/^，以 化为厂 1 ， 17 , 这时 


f f ( 





对等式右端的积分即可使用高斯-勒让德求积公式. 

例6用4点 3) 的高斯-勒让德求积公式计算 


LL 

2 


J ^ x cosxdx . 


0_ 


解先将区间 0, y 化为厂 1 ， 17 ,由 （5. 11) 有 



n 


4 n + t)\o^(\ 
根据表 4-7 中 3 的节点及系数值可求得 


t)dt 


3 


/ ~ 


Y Akf ( xk ) - 0. 467402 

kTT ) 


(5 11 ) 


(准确值/ = 0. 467401 …） 


4 5 3 高斯-切比雪夫求积公式 


若 （2= - 1，办=1，且取权函数 
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P( 




2 


- X 


则所建立的高斯公式为 




2 


dx ~ V " Ak f ( Xk ) 


(5 12) 


- x 


特别地称为高斯-切比雪夫求积公式.由于区间 / r - 1 ， 17 上关于权 


函数 


2 


的正交多项式是切比雪夫多项式(见第3章第2节）， 


_ x 


因此求积公式 (5. 12) 的高斯点是1次切比雪夫多项式的零点， 
即为 


Xk 


cos 


2 k + 


2n+ 2 



(k = 0 , 1 , … ，⑴ 


通过计算（见可知 （5. 12) 的系数 ▲ 


n 


n + I 


，使用时将 n + i 个 


节点公式改为〃个节点，于是高斯-切比雪夫求积公式写成 


f ( x ) 


2 


dx 


n 




n 


L f( 


Xk) y Xk 


cos^-^n 

2 n 


(5 13) 


公式余项由 （5. 9) 可算得 


R [ f ] 


2 rr 


2 2n (2 n ) 



( n ), 


n ^ f- i,u 


(5 14) 


带权的高斯求积公式可用于计算奇异积分. 

例 7 用5点 5) 的高斯-切比雪夫求积公式计算积分 



e 


2 


dx 


- x 


解这里/(幻 


=e , 



( x ) = e y 当 


n 


5 时由公式 （5. 13) 


可得 


5 


n 



e 




3 .977463 
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由余项 (5. 14) 可估计误差 


TT 




< 4 6 X 10 


4 6数值微分 


461 中点方法与误差分析 


数值微分就是用函数值的线性组合近似函数在某点的导数 
值.按导数定义可以简单地用差商近似导数，这样立即得到几种 
数值微分公式 



f ( a + h ) - f ( a ) 


h 




f ( a - h ) 

h 



f(a + h ) 


- f( a ■ 
2 h 


hi 


(6 1 ) 


其中 / z 为一增量，称为步长，后一种数值微分方法称为中点方法， 

它其实是前两种方法的算术平均.但它的误差阶却由 0( 幻提高 
到 o(H ) .上面给出的三个公式是很实用的.尤其是中点公式更 
为常用. 

为要利用中点公式 


G ( h ) = 


fi a + M 


- fi.a 二 

2 h 


hi 


计算导数 / ( a ) 的近似值，首先必须选取合适的步长，为此需要进 
行误差分析.分别将 f ( a ± / z ) 在； c = a 处做泰勒展开有 

f ( a ± h ) = f ( a ) ± hf ( a ) + f /' ( a ) ± f /' ( a ) 

+ f/ 4 ) ㈤ 土 ㈤ + … 




代入上式得 


4 .6 数值微分 


■ 149 - 


G ( h ) = f ( a ) + y r f ' ( a ) + 




由此得知，从截断误差的角度看，步长越小，计算结果越准 


确•且 

]2 

I /( a ) - G ( h ) l < $ M ， 


(6 2 ) 


其中 M > max I f ( x ) \ . 

\ x • a\< h 

再考察舍入误差.按中点公式计算，当 / z 很小时，因 f ( a + h ) 

与 f(a - 幻很接近，直接相减会造成有效数字的严重损失（参看第 
1章第4节 j . 因此，从舍入误差的角度来看，步长是不宜太小的. 


例如，用中点公式求= I 在 x = 2 处的一阶导数 


G ( h ) = 


2 + h - 2 - h 

2 h 


设取 4 位数字计算.结果见表 4-8( 导数的准确值/ (2) = 
0. 353553). 


表 4-8 


h 

G(h) 

h 

G(h) 

h 

G(h) 

1 

0. 3660 

0. 05 

0. 3530 

0. 001 

0. 3500 


0. 3564 

0. 01 

0. 3500 

0. 0005 

0. 3000 


0. 3535 

0. 005 

0. 3500 

0. 0001 

0. 3000 


从表 4-8 中看到 h = 0. 1的逼近效果最好，如果进一步缩小步 
长，则逼近效果反而越差.这里因为当 f ( a + h ) 及 幻分别有 
差入误差 £i 及 £2 •若令£ = maxf IS 1 I ， l£2 I 入则计算/ ( a ) 的舍入 
误差上界为 


^>(f(a)) 


= I f '( a ) - G ( a ) I < 


/£1 / + /£ 2 / 

2 h 


Z_ 

T ， 
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它表明 / z 越小，舍入误差越大，故它是病态的.用中点公 
式 (6. 1) 计算…的误差上界为 


E ( h ) 


Jt 

6 


M 


Z_ 

h 


要使误差玢 / z ) 最小，步长 / z 不宜太大，也不宜太小.其最优步长 
应为 /fcpt = 3£/ M • 

462 插值型的求导公式 


对于列表函数 y = /( 尤 ）: 


X 


y 




yi … y n 


运用插值原理，可以建立插值多项式乍为它的近似.由 
于多项式的求导比较容易，我们取的值作为/( X )的近似 
值，这样建立的数值公式 

f '( x ) ^ Pn ( x ) (6 3) 

统称插值型的求导公式. 


必须指出，即使 f ( x ) 与 凡（ X )的值相差不多，导数的近似值 
与导数的真值 /( xM 乃然可能差别很大，因而在使用求导 
公式 (6. 3) 时应特别注意误差的分析. 

依据插值余项定理，求导公式 （6. 3) 的余项为 


f{x) - Pn ( X) 







(n+ 1) / 


Cx ) n + 1 ( X) 


CO^+l ( X) d r( \) yC v 

(n+ l) !dx f {q,) 


式中 


CO ? 1 ( jc ) — 


口卜 - 
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在这一余项公式中，由于€是; c 的未知函数，我们无法对它的 


第二项广 + U “ 做出进一步的说明•因此，对于随意给 

出的点 X ，误差 /( JC ) - 是无法预估的•但是，如果我们限 

定求某个节点 b 上的导数值，那么上面的第二项因式 ca +1 ( xO 变 

为零，这时有余项公式 


f ( ^) 


F 

Pn ( Xk) 




(n + \ ) ! 



下面我们仅仅考察节点处的导数值.为简化讨论，假定所给 


的节点是等距的 . 
1. 两点公式 


设已给出两个节点％ ，力 上的函数值做线性 
插值得公式 


(X) 


= " X ： - f(xo) 


X - 




XI 


XI 




f( ^ ) 


对上式两端求导，记 


Xi - Xo 


", 有 


Pi ( x ) 

于是有下列求导公式： 




h 


[- f( 处 ） + f( xi)] 


Pi ( ^) = — [ f( Xi) - f( Xo )]； 


Pi ( XI ) = -^[ f( Xi ) - f( Xo )]. 

而利用余项公式 (6. 4) 知，带余项的两点公式是 

f ( % ) = ~^[ f( XI ) - f( xo )] - 今 f 氏 ) ; 

f ( X' ) 二 ~^[ f( Xx ) - f( M)] + j . 

2 .三点公式 

设已给出三个节点 JCb y Xi = Jb h y X2 = Xo + 2 / z 上的函数值， 
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做二次插值 


朽（ X) 


( X - Xi )( X - X2 ) 

(Xb - Xi )( Xb - X2 ) 


f ( 


( X - )( X - X2 ) 、 

+ / w j (^) 

(X\ - J(b )( Xi ■ X2 ) 

(X - Xb )( X - X\ ) 〜 、 

+ / w J (^) 

(X2 - M) )( X2 - Xl ) 


令 




+ th y 上式可表示为 


Pi (Xb + th ) 


2 


t - l )( t - 2) f (^) - t(t - 2) f ( x , 


+ 


2 


t ( t - l ) f ( X2 ) 


两端对 ？ 求导，有 


P 2 ( Xb + th ) 


2 h 


[(2 t - 3) f ( xo ) - (At - A ) f ( x , 

(2 t - l ) f ( x2 )]. 


(6 5) 


这里撇号 O 表示对变量 X 求导数.上式分别取？=0，1，2,得到 
种三点 公式： 


P 2( Xo ) 


2 h 


[- 3 f ( xo ) -^ 4 f ( xi ) - f ( X 2) J ; 


Pi ( Xi ) 




2 h 




Pi ( X2 ) = — / f ( Xo) - Af ( Xi) + 3 f ( Xi )]. 


而带余项的三点求导公式 如下： 


f ( ^ ) 


2h 


[ - 3 f ( xo ) + 4 /f xi ) - f ( xi )] + 


I 

3 


f 民) 


2 


f (^ 


2 h 


[- f(^) ^ f(X2)] - (^); 


(6 6 ) 


f (处 


2 h 


[ f ( - 4 /f xi ) + 3 /f X 2 )] 


I 

3 


f 氏） • 
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其中的公式 (6. 6) 是我们所熟悉的中点公式.在三点公式中，它由 
于少用了一个函数值/(力）而引人注目. 

用插值多项式八（ X )作为/(幻的近似函数，还可以建立高阶 
数值微分公式： 

/ k) ( X) - p\n ( x) , k = 1 , 2 , ■■- 

例如，将式 （6. 5) 再对？求导一次，有 


P2( Xb + th) 


2 


[ f (^) 


2 /f ) + f ( xi )], 


于是有 


P2( X\ ) 




J [f( 


xi - h ) - 2 f ( x \ ) f ( x \ + h ) ] • 


而带余项的二阶三点公式如下: 


f ( ^ 


h 2 


[f( ^ 


h ) - 2 f ( xi ) + f ( xi + h )]- 


12 



4 ) 


(^) 


(6 V 


463 利用数值积分求导 

微分是积分的逆运算，因此可利用数值积分的方法来计算数 
值微分.设/( X )是一个充分光滑的函数，设 cp ( x ) = f ( x ), x k = a 

+ kh ， k =0， l ，"、 n ， 则有 


f ( ) 




f(h- 



k+ 


cpf x)dx ( k = l y mmm y n - l ) y (6 .8) 


k- 


对上式右边积分采用不同的求积公式就可得到不同的数值微分公 
式.例如，对 f 用中矩形公式 （1. 2)，则得 

J x . 


f cpf x)dx = 2 Hp ( xk ) - ~(2 hf(^ r (^k ) f ^ € ( xk-i f xk +\ ) 

J x k-\ 24 


从而得到中点微分公式 
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/ ( ^) 


Xk^r 


Xk- 


2h 


f 氏 


若对 (6. 8) 右端积分用辛普森求积公式，则有 


/ k+\ 

cpf x)dx 

x .. 




[ cp ( Xk -1 ) + 4cpf Xk ) + cp ( x ^ i )] 


- 盖，亂 


ru E ( Xk-\ , Xk + i) 


上式略去余项，并记 cp( Xk) = f ( B ) 的近似值为舰，则得到辛普森 
数值微分公式 


rriki + 4 m 


nik+i 




[f( ^ 


- f( Xk-i ) ] ( k = 1, ■■■, n - l) 


这是关于 m) ， mi ，…， 


rrin 


这 n + \ 个未知量的 n - 1 个方程组，若 


m 


f ( xo ) ， mn = / ( i) 已知，则可得 


m \ 


3. 


[f( X2) - f( M )] - f ( Xo) 


mi 


3_ 


[f( ^ 


f(x')] 


WWW 


3_ 


mn-2 


[f( ^ 


- f( Xn- 3 )] 


3_ 


m 


[ f ( ^ 


f( Xn-2 ) ] _ f ( Xn) 


(6 9) 

这是关于，…，肌^的三对角方程组，且系数矩阵为严格对角占 
优的，可用追赶法求解（见第5章 5. 4节）. 

如果端点导数值不知道，那么对 （6. 9) 中第1个和第 n - 1个 

方程可分别用 f ( X ' ) 及 的中点微分公式近似，即取 
■ = X2 ) ■ M )] ， mi ' 1 = Xn ) - 
然后求 m2 ，…， - 2 即为 / ( X2 )，■••，/( Xn- 2 ) ^ 近似值. 
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例8给定 f ( x ) = X 的一张数据表（表 4-9 左部），并给定 
/(100) 及 /(105) 的值（见表 4-9) • 利用辛普森数值微分公式 
求/(幻在 x = 101，102,103,104上的一阶导数. 

解根据 (6. 9) 有 

4 1 m 0. 24851482 

14 1 m 0. 29704785 

14 1 m ~ 0. 29560227 

14 m 0. 24538260 

解之得爪“/=1，2,3,4)，结果见表4-9. 


表 4-9 


k 

x k 

f( Xk) = x k 

f ( x k ) 

f'(x k ) 

0 

100 

10. 00000000 

0. 05000000 


n 

101 

10. 04987562 

0. 049751859 

0. 04975186 

2 

102 

10. 09950494 

0. 049507377 

0. 049507376 

3 

103 

10. 14889157 

0. 049266463 

0. 049266463 

4 

104 

10. 19803903 

0. 049029033 

0. 049029033 

5 

105 

10. 24695077 

0. 048795003 



464 三次样条求导 

三次样条函数 Wx ) 作为/( X )的近似，不但函数值很接近，导 
数值也很接近，并有 

II f( k> ( X) - s <k) (x) iu < a || f ] \\^h 4 - k (k= 0,1,2). 

(6 10 ) 

(见第 2 章定理 4)， 因此利用三次样条函数 W X ) 直接得到 

f k) ( x ) - ^ k) ( x ) ( k = 0,1,2 ). 

根据第 2 章 (7. 8),(7. 9) 可求得 

f ( Xk) ~ ^ ( Xk) = - Mk - ~ Mk + \ + f[Xk, Xk + \ ], 
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f ( Xk) = Mk • 

这里 f[Xk ， x k “ 7 为一阶均差.其误差由 （6. 10) 可得 

I / - ^ || °° ^ ^ II f (4) II °° ^, 

II / n < f II r \\-h 2 . 


4 . 6 . 5 数值微分的外推算法 
利用中点公式计算导数值时 

fix) ^ G(h) 二知 f( x + h) - f(x - h)]. 

对 /( X ) 在点 x 做泰勒级数展开有 

f ( x ) = G( h) + Qi ii + Cb " 4 + …， 

其中 a ,(/= l ，2, …）与 / z 无关，利用理查森外推（见本章第4节）对 
/ Z 逐次分半，若记 G(h) = G( 幻，则有 

4 m G m -i y - G m .x(h) 

G , n ( h ) = - ^ ~~ j - (m = 1，2，."）彳6 11) 

公式 (6. 11) 的计算过程见表4-10,表中 G 为外推步数. 

表 4-10 


G(h) 






G 2 


a(h) 




G 2" 


r h 
Gl 2 


a(h) 


G 2" 

1© 

p h 

Gl 2 2 


a f i% 

G(h) 


W 




评 


注 
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根据理查森外推方法， （6. 11) 的误差为 

f ( x ) - Gm ( h ) = 0( H im+X) ). 

由此看出当 m 较大时，计算是很精确的.考虑到舍入误差，一般 m 
不能取太大. 


例 9 用外推法计算/(幻=^%1在1 = 0.5的导数. 


解 令 G(h)=t h 






当 h = 0. 1,0. 05,0. 025时，由外推法表 4-10 可算得 
G (0. 1)= 0. 4516049081 

G (0. 05) = 0. 4540761693 ^ G ( h ) = 0. 4548999231 
G (0. 025 ) = 0. 4546926288 i % G ^ = 0. 4548981152 
i % G = 0. 454897994 

f (0. 5) 的精确值为 0. 454897994,可见当 h = 0. 025 时用中点微 
分公式只有3位有效数字，外推一次达到5位有效数字，外推两次 
达到9位有效数字. 


评 注 

本章介绍积分和微分的数值计算方法.我们知道，积分和微 
分是两种分析运算，它们都是用极限来定义的.数值积分和数值 
微分则归结为函数值的四则运算，从而使计算过程可以在计算机 
上完成 • 

处理数值积分和数值微分的基本方法是逼 近法： 设法构造某 
个简单函数近似/( X )，然后对求积（求导）得到 f ( x ) 
的积分（导数）的近似值.本章基于插值原理推导了数值积分和数 
值微分的基本公式. 

插值求积公式分牛顿-柯特斯公式和高斯公式两类.前者为 
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等距节点，但 时计算不稳定，实际计算宜采用复合求积方法 . 
高斯公式精度高，计算稳定，但节点选取较困难.带权高斯求积方 
法，能把复杂积分化简，还可以直接计算奇异积分.这两类公式也 
可通过求积公式的代数精度建立. 

基于理查森外推的龙贝格求积方法由于计算程序简单，精度 
较高，是一个在计算机上求积的有效算法.在数值微分中也有相 
似的算法，外推方法和思想是数值分析中一种很重要的方法. 

数值微分由于计算不稳定性，步长选取是很重要的.通常数 
值微分的外推法可得到较满意结果，但&也不能太小. 

数值积分中一些重要内容如奇异积分，振荡函数积分和二重 
积分计算等均未涉及，可参见文献 . 


>J 



1 . 确定下列求积公式中的待定参数，使其代数精度尽量高，并指明所构 
造出的求积公式所具有的代数精度： 

u/ f( x)dx^ A. x f (- h) + Aof(O) + A' f( h); 

J - h 
2h 

2) f f( x)dx^ A.if (- h) + A f(0) + Ai f( h) ; 

J - 2h 

3) f J( x)dx^ [f (- l) +2/Y 幻 + 3f(x 2 )]/3; 


4) f^f( x)dx 




h[f(0) + f(h)]/2 + ah 2 [f(0) 


f(h)] • 


2. 分别用梯形公式和辛普森公式计算下列积分 .• 




3 ) xd x y n = 4; 




4 ) 



4 - sin " cpdcp , 


6 . 


3 .直接验证柯特斯公式 (2. 4) 具有5次代数精度. 

4. 用辛普森公式求积分 /je Mx 并估计误差. 

5. 推导下列三种矩形求积 公式： 



b 


f ( x)dx = (b - a ) f ( a ) + (b - a ) 




f ( x)dx = (b - a ) f ( b ) - 2 (b - a ) 


f ( ^)dx = (b - a ) f + ^~^( b - - 


6 .若用复化梯形公式计算积分 / 



0 


c x dx f 问区间/" 0 ， 17 应分多少等分 


才能使截断误差不超过 f X 10_ 5 ?若改用复化辛普森公式，要达到同样精 


度区间 /0, u 应分多少等分？ 

7. 如果幻 >0,证明用梯形公式计算积分/ 
准确值/大，并说明其几何意义. 



b 


所得结果比 


8. 用龙贝格求积方法计算下列积分，使误差不超过10 


(I) 


( 2 ) 


t/o 

fo XSi 


e x dx y 


xsin xd x y 


( 3 ) J^x l + j^dx 


9 .用 n =2,3 的高斯-勒让德公式计算积分 



e'sinxdx . 


10. 地球卫星轨道是一个椭圆，椭圆周长的计算公式是 



0 


c 

a 


2 


sin 2 ㊀ c 6, 


这里 a 是椭圆的半长轴， c ： 是地球中心与轨道中心（椭圆中心 j 的距离，记办 
为近地点距离，//为远地点距离，/? = 6371( kmj 为地球半径，则 
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a = ( 2 R + //+ h )/ 2 f c = ( H - h )/ 2 . 

我国第一颗人造地球卫星近地点距离 / z = 439( kmj ， 远地点距离// = 
2384( kmj ， 试求卫星轨道的周长. 

11. 证明等式 


TT 


nsm 


TT 


TT 


3 


TT 


5 


3 In 5 In 


试依据 nsin ( u / n )(^=3,6，12 j 的值，用外推算法求 TT 的近似值 


12. 用下列方法计算积分/ f ，并比较结果. 

1 ) 龙贝格方法， • 

2 ) 三点及五点高斯公式； 

3 ) 将积分区间分为四等分，用复化两点高斯公式 . 


13 -用三点公式和积分方法求矛口 12 处 
的导数值，并估计误差./(幻的值由下表 给出： 



10 

1 .1 

12 

f ( x ) 

0. 2500 

0. 2268 

0. 2066 






第 5 章解线性方程组的直接方法 

5. 1引言与预备知识 

5 . 1.1 引言 

在自然科学和工程技术中很多问题的解决常常归结为解线性 
代数方程组，例如电学中的网络问题，船体数学放样中建立三次样 
条函数问题，用最小二乘法求实验数据的曲线拟合问题，解非线性 
方程组问题，用差分法或者有限元方法解常微分方程、偏微分方程 
边值问题等都导致求解线性代数方程组，而这些方程组的系数矩 
阵大致分为两种，一种是低阶稠密矩阵（例如，阶数不超过15 0 ) , 
另一种是大型稀疏矩阵（即矩阵阶数高且零元素较多）. 

关于线性方程组的数值解法一般有 两类： 

1. 直接法 

就是经过有限步算术运算，可求得方程组精确解的方法（若计 
算过程中没有舍入误差）.但实际计算中由于舍入误差的存在和 
影响，这种方法也只能求得线性方程组的近似解.本章将阐述这 
类算法中最基本的高斯消去法及其某些变形.这类方法是解低阶 
稠密矩阵方程组及某些大型稀疏方程组（例如，大型带状方程组） 
的有效方法. 

2. 迭代法 

就是用某种极限过程去逐步逼近线性方程组精确解的方法. 
迭代法具有需要计算机的存贮单元较少、程序设计简单、原始系数 
矩阵在计算过程中始终不变等优点，但存在收敛性及收敛速度问 
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题.迭代法是解大型稀疏矩阵方程组（尤其是由微分方程离散后 
得到的大型方程组）的重要方法（见第6章）. 

为了讨论线性方程组数值解法，需复习一些基本的矩阵代数 
知识. 

5. 1.2 向量和矩阵 


用 R mXw 表示全部 mXn 实矩阵的向量空间，（:^”表示全部 m 
Xn 复矩阵的向量空间. 



a\ 

ai 

■ ■国 

a 

an 

an 

■ ■ ■ 

ct 

• •參 

dml 

籲# 參 

dm2 

■ ■ ■ 

參 # 

dm 


(实数排成的矩形表，称为 m 行 n 列矩 阵）. 




x € R x = X2 ( n 维列向 量）. 

# # 參 


A = (a\ ai … an ) ， 

其中仏为 a 的第 / 列.同理 

bi 

A = …， 

bl, 

其中 M 为 A 的第 / 行. 

矩阵的基本运算. • 

(1) 矩阵加法 C=A + B f oj = a, + kj(AeR mX \ BeR mX \ 

ceR mXn ). 

( 2 ) 矩阵与标量的乘法 C=OA f dj =Oau . 
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(3) 矩阵与矩阵乘法 C = AB f gj = ^ a ik hj(A € R mXn y B 
€ R nXp , C e R mXp ). 

(4) 转置矩阵 AeR mX \ C = A T , c , = a ,/ . 

(5) 单位矩阵 1= (ei ei … e n ) € R /lX ' 其中 

ek = (0, …，0,1,0,…，0 /， k = l ,2, mmm , n . 

(6) 非奇异矩阵设 BeR nXn . 如果 AB = BA = /, 

则称 b 是 a 的逆矩阵，记为 a - 1 , 且（丄 1 / = ( a t r 1 •如果 a _1 

存在，则称 A 为非奇异矩阵.如果卓 B € R" x H 均为非奇异矩阵，则 
( AB ) 1 =B l A l . 

(1) 矩阵的行列式设 AeR reXn ，则 A 的行列式可按任一行 
(或列）展开，即 

n 

detf A ) = aij A u ( i = 1，2, … ，⑴， 

其中 A ,7 为仏 7 的代数余子式， A ,；/ = ( - l) i+j Mij , Mij 为元素 _的余 
子式. 

行列式性质： 

( a ) det ( AB ) = det ( A ) det ( B) f A , BeR nXn . 

( b ) dot ( A T ) = dot ( A ) , A € R ，tXn . 

( c ) dot ( cA ) = cdot ( A ) , c € R , A ^ R nXn . 

( d ) detfAj^O A 是非奇异矩阵. 

5. 1.3 特殊矩阵 

设 ( au ) eR nXn . 

( 1 ) 对角矩阵如果当洋 j ' 时，= 0 • 

(2) 三对角矩阵如果当丨 /- jl >1时， a 7 =0 . 

(3) 上三角矩阵如果当/> j •时，你= 0 . 

(4) 上海森伯格 （ Hessenberg ) 阵如果当 /> j + l 时，你 
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= 0 • 

(5) 对称矩阵如果 A T = A . 

(6) 埃尔米特矩阵 iS A € C nXw , 如果， = A ( A h =谳，即 
为汲的共轭转置）. 

(1) 对称正定矩阵如果 （aj = A , ( b ) 对任意非零向量 

x \ ( Ax y x ) = x T Ax > 0 . 

(8) 正交矩阵如果 A ' 1 = A t . 

(9) 酉矩阵 A eC lXn , 如果 i 1 = A H . 

(10) 初等置换阵由单位矩阵 J 交换第/行与第 j 行（或交 
换第/列与第 j 列），得到的矩阵记为為，且 

=观为交换 A 第/行与第 j 行得到的矩阵）， • 

ATo =价为交换 A 第/列与第 < /列得到的矩 阵）. 

( 11 ) 置换阵由初等置换阵的乘积得到的矩阵. 

定理1设 A e R ' ， Xn , 则下述命题等价. • 

( 1 ) 对任何 MR ' 方程组 = 6有唯 一解. 

(2) 齐次方程组 Ax = 0只有唯 一 解 x = 0 . 

(3) detf . 

(4) 存在. 

(5) A 的秩 rank ( A ) = n . 

定理 2 设 A € IT X "为对称正定阵，则 

( 1 ) a 为非奇异矩阵，且 a 1 亦是对称正定阵. 

(2) 记丄为 A 的顺序主子阵，则 Ak ( k= 1 ， 2 ，…， … 亦是对称 

正定矩阵，其中 

an _ " a\k 

Ak = ... ... ( k = l ,2, mmm , n ). 

dk\ _ _ ' Clkk 

(3) A 的特征 值入, >0(/=1，2,…， n ) • 

(4) A 白勺顺序主子式都大于零，即 det ( Ak )>0( k = l ,2, m " , - 
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定理3 设 A € R ,7 Xn 为对称矩阵•如果 det ( A j > 0 ( /: = 1， 
2,…，⑻，或 A 的特征值人/ >0(/= 1，2,…，⑻，则 A 为对称正 定阵. 

有重特征值的矩阵不一定相似于对角矩阵，那么一般《阶矩 
阵 a 在相似变换下能简化到什么形状. 

定理4 ( Jordan 标准型 j 设 A 为 n 阶矩阵，则存在一个非奇 
异矩阵 P 使得 




PAP = 


h fA 2 ) 


w 


其中 


Jr(\r) 


入, 1 

w 

入 / 

Ji = 

w w 

入 / 1 



m > 1 ( i = 1 ,2, …，厂)，且厂沒 =n • 

iTT 

为若当 （ Jordan ) 块. 

当 a 的若当标准型中所有若当块 j , 均为一阶时，此标准 
型变成对角矩阵. 

( 2 ) 如果 A 的特征值各不相同，则其若当标准型必为对角阵 

diag (入 1 ，入 2 ,…，入《 ) • 
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本节介绍高斯消去法（逐次消去法）及消去法和矩阵三角分解 
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第 5 章解线性方程组的直接方法 


之间的关系.虽然高斯消去法是一个古老的求解线性方程组的方 
法（早在公元前2 50年我国就掌握了解方程组的消去法），但由它 
改进、变形得到的选主元素消去法、三角分解法仍然是目前计算机 
上常用的有效方法. 


5.2.1 高斯消去法 


设有线性方程组 

aw x\ + a 2 X2 + ■" + ainXn = b , 

021 Xl + a2 X2 + ■■■ + CtnXn = h , 

(2 1 ) 


dml JCl dm2 JCl 


dmn X 


bm 


或写为矩阵形式 


a 1 

ai 

m m m 

an 

X\ 

a 

an 

0.2 

■ ■国 

Ct n 

Xi 

h 

■ 

籲# 參 

Clm\ 

dm2 

■ ■ ■ 

# # • 

dmn 

• # • 

Xi 

• # • 

l?m 


简记为 Ax = b . 

首先举一个简单的例子来说明消去法的基本思想 . 
例1用消去法解方程组 


xi + xi + Xi = 6, (2 2) 

4 x 2 - X 3 - 5, (2 3) 

2 x \ - 2 x 2 + xs = 1 . (2 .4) 

解第1步.将方程 （2 2) 乘上- 2加到方程 (2. 4) 上去，消去 
(2. 4) 中的未知数 I ，得到 


-4x2-X3=-11. (25) 

第2步.将方程 （2. 3) 加到方程 (2. 5) 上去，消去方程 （2. 5) 中 
的未知数 a ， 得到与原方程组等价的三角形方程组 





5 2 高斯消去法 


■ 167 ■ 


Xl + X2 + X3 = 6, 

4力 - % = 5， f 2 .6) 

- 2x3 = - 6 . 

显然，方程组 （2. 6) 是容易求解的，解为 

氺 rri 

x = (1，2,3 ) T • 

上述过程相当于 

1116 111 6 

(A I b ) = 0 4 - 1 5-^0 4-1 5 

2 - 2 11 0-4-1-11 

1116 
-►04-1 5 

0 0 - 2 - 6 

(- 2) X n + r 3 ― ► r 3 厂 2 + 厂3 一 ► 乃 

其中用 n 表示矩阵的第/行. 

由此看出，用消去法解方程组的基本思想是用逐次消去未知 
数的方法把原方程组儿 c = 6化为与其等价的三角形方程组，而求 
解三角形方程组可用回代的方法求解.换句话说，上述过程就是 
用行的初等变换将原方程组系数矩阵化为简单形式（上三角矩 
阵），从而将求解原方程组 （ 2. 1 ) 的问题转化为求解简单方程组的 
问题.或者说，对系数矩阵 A 施行一些左变换（用一些简单矩阵) 
将其约化为上三角矩阵. 

下面我们讨论求解一般线性方程组的高斯消去法. 

将 (2. 1) 记为'其中 

A ⑴二 ( dj j ) = ( aj ) , - b . 

( l ) 第 1 步 . 

设#0,首先计算乘数 

m \ = all "/ du (i - 2,3,…， m ). 

用-_乘（2 1) 的第一个方程，加到第/个 ( W =2,3, …， m ) 方程 
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上，消去 （2. 1) 的从第二个方程到第 m 个方程中的未知数； d ，得到 
与 (2. 1) 等价的方程组 

d\\ a\ ] … al x\ ti 1 ) 


0 



■ ■国 



2 ) 

n 


X2 


H 2) 


(2 v 


简记为 



其中 

( 2 ) 

aij 


a (2) x - h (2) 

iml A 一 U ， 

b (2) 的元素计算公式为 

⑴ ⑴ / • 0 

= aij ■ rm chj ( i = 2 y m 


H 2) 


m; j = 



b(i 


2 ) 




n ) 


mi lx 1 


(i = 2 ，…， m ) 


(2) % 灸次消元 （1，2 ，…， min (m - 1 ， n )) • 

设上述第 1 步，…，第 A - 1 步消元过程计算已经完成，即已计 


算好与 (2. 1) 等价的方程组 


fU ⑴ 

ai ai 

⑴ 

… aik ■ 

(\) 

■_ an 

X \ 

A X) 


dV 

… dik ■ 

■■ dV 

Xi 

H 2) 



w ... 


參 •參 




( k ) 

akk ■ 

■- dn 

Xk 

j ( k ) ， 

Ok 

(2 8) 


• •春 

( k ) 

dmk B 

( k ) 

■ ■ dm n 

• •籲 

參# 參 

u k) 

Um 



简记为 A k) x = b (k} . 

设心) 40,计算乘数 


niik 


(k) ! ( k) 

dik / Qkk 


(i 




k + 1 ， … ， m) 


用-乘 （2. 8) 的第 /: 个方程加到第 / 个方程 （/=/:+ 1， 


■ ■ ■ 


m ) , 


消去从第 k +1 个方程到第 m 个方程中的未知数得到与 （2 1) 


等价的方程组 A ( 


k + I) 


X 


b ( 


k+ 1 ) 


.A 


k+ 1 




k+ 1 


元素的计算公式为 


du 


k+ 1 ) 




dj 


k ) 


Wlik Clkj 


(i = k + l,-**, m; j 




k + 1 ，…， n ) ， 


l?i k+l> = f> k) - mkb ( k k) ( i = k + 1 ， … ， m) • 


(2 9) 
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显然/ 


k + I) 


中从第1行到第行与 A 〜相同. 


(3) 继续上述过程，且设 aW ^0( i = 1，2,…，心，直到完成第 


^步消元计算.最后得到与原方程组等价的简单方程组^ 


s+ 1 


X 


b ( 


，其中 
特别当 m 


为上梯形 


n) 


n 时，与原方程组等价的方程组为 A X 


r ， ，即 


an m 


f u 

d n 


X\ 


/T 


dV … d 2 J 


w 



X 2 



H 2) 




Xn 


HZ 1 ) 


(2 10 ) 


由 （2. 1) 约化为 （2. 10) 的过程称为消元过程. 

如果是非奇异矩阵，且 W 幸 Q ( k = h 2, …， n - 1)，求 
解三角形方程组 (2. 10)，得到求解公式 

Xn = b ^ / dm , 


Xk = bk k) - dj k> x j / dkk ( k = n - l , n - 2, …， 1) • 

(2 11 ) 

(2 10) 的求解过程 (2. 11) 称为回代过程. 

注意： 设如=1其中"为非奇异矩阵，如果 a , =0,由 
于 A 为非奇异矩阵，所以 A 的第一列一定有元素不等于零，例如 
1弇0 ， 于是可交换两行元素（即 n 一、 ) ，将 q 1调至 [J ( 1 ， 1 ) 位 

置，然后进行消元计算，这时右下角矩阵为1阶非奇异矩 
阵.继续这过程，高斯消去法照样可进行计算. 

总结上述讨论即有 

定理5 设如:=办，其中 R nX ” . 

(1) 如果 af 去0(6=1，2,…，《)，则可通过高斯消去法将 Ax 
=办约化为等价的三角形方程组 （2 10)，且计算公式为： 

( a ) 消元计算（ k =\,2,-- ,n - l ) 
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niik = dk k> / dkk (i = k + 1 , mmm , n ), 

dij k+11 - dj k> - rriik dkj ( i , j - k + 1 ，■■■，《)， 

lV +l 1 二 li k> - niikb ( k k> (i - k + 1 ，…， n ) • 

( b ) 回代计算 

l ( ^) / ( 

Xn — On / Qnn y 

n 

xi = H 0 - (i = n - 1, …， 2，1) • 

j^TTi 

(2) 如果 A 为非奇异矩阵，则可通过高斯消去法（及交换两行 
的初等变换)将方程组如=/>约化为 （2 10) . 

算法 1( 高斯算法）设 A € R mX " ( m > 1) ， 5= minf m - 1 , n ) , 
如果心 j ^0(^= 1，2,…， W ， 本算法用高斯方法将 A 约化为上梯 
形，且“覆盖 A ，乘数覆盖似 . 

对于 k= 1 , 2 , ■■- ,5 

( 1 ) 如果 akk = 0,则计算停止 

(2) 对于 i = k + 1 ，…， m 

(a) auc<— niik - cukl dkk 

( b ) 对于 j = k + 1 ，…， n 

Clij ^~ Clij ■ YYlik dkj . 

显然，算法 1 第 A : 步需要作 m - 次除法 ， ( m - k ) ( n - 幻次乘 

法运算，因此，本算法（从第1步到第 s 步消元计算总的计算量）大 
约需要3 - ( m -\- n ) s / 2 + mns 次乘法运算（对相当大的4 .当 

m = n 时，总共大约需要 A 3次乘法运算. 

数 在高斯消去法中有着突出的作用，称为约化的主元素. 

算法 2( 回代算法）设 = l 其中为非奇异上三角 
阵，本算法计算 = 6 的解. 

对于 i = n ， …，1 

( 1 ) xi 4 — b 

(2) 对于 j = / + 1 ,…， n 
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X - 


Uij 


Xj 


(3) Xi 4 — xJ un 

这个算法需要 《(«+1)/2 乘除法运算. 

高斯消去法对于某些简单的矩阵可能会失败，例如 

0 1 

A = . 

1 0 

由此，需要对算法1进行修改，首先研究原来矩阵 a 在什么 
条件下才能保证 幸 0( k = 1，2,…）.下面的定理给出了这个 
条件. 

定理6 约化的主元素 W 矣 0(/ = 1， 2, …， /:) 的充要条件是 
矢巨阵 A 的顺序主子式 Z )/ 矣 0( / = 1 ， 2, . 民 P 


D\ = aw 矣 0 ， 

ai … a i 


Di = … 

an 


... 关 0 

an 



(2 12 ) 


证明首先利用归纳法证明定理 6 的充分性.显然，当 k=l 
时，定理6成立，现设定理6充分性对 A - 1是成立的，求证定理6 
充分性对6亦成立.设 Di ^0( i = 1,2, …，幻，于是由归纳法假设 
有 d /) 辛0 ( i = 1,2 , -,k - 1)，可用高斯消去法将约化到 

d \) d l 2> 

dV 


a\ 


⑴ 


■ ■国 


di 


( 2 ) 

Ctk 


( 2 ) 

CL n 


A n 


-► A 


(k) 




■ ■ ■ 




且有 
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d \ 


d\k 


Dk = 


w 


(k) 

dkk 


a \ 


⑴ 


C& 


■ ■ ■ 


cLk 


(2 13) 


由设 Di ^ O ( i = 1，2,…，幻，利用 （2. 13) 式，则有 W 矣0,定理 
6充分性对 々亦 成立. 

显然，由假设 W ^0( i = 1，2,…，幻，利用 （2. 13) 式亦可推出 


Di 丰 0( i=\ ， 2, … ， k) • 

推论如果 A 的顺序主子式 D 4 Q ( k =\，2 , …， n - 1)，则 

di\ } = LX , 

dkk } = Dk/ Dk - 1 ( k = 2,3, mma , n ). 


522 矩阵的三角分解 


下面我们借助矩阵理论进一步对消去法作些分析，从而建立 

高斯消去法与矩阵因式分解的关系. 

设 (2. 1) 的系数矩阵 A 的各顺序主子式均不为零.由 

于对 A 施行行的初等变换相当于用初等矩阵左乘 A ， 于是对 （2. 1) 

施行第一次消元后化为 （2. 7)，这时化为 A f 2) ， Z / U 化为// 2) ，即 

U^ X) = A (2 \ Ub (l) = b ⑺， 

其中 

1 

- mn 1 

-Wn 1 . 


La 


m n \ 


W 
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一般第步消元化为化为 u k+l) ，相当于 

UA (k) = A (k+l) , L k b (k) = b k+X) , 


其中 


w 


Lk = 



- rm+uk 



w 


重复这过程，最后得到 

L ? -i --hLA! l) = A (n) ; 

Lr-i--hLb (l) = b (n) . 


(2 14) 


将上三角矩阵记为 f /， 由 （2. 14) 得到 

A = UU X … LnhU = LU ， 


其中 



rrti 



L = Li 1 Z2 1 ■ mm Ln-\ = rrin mn 



TYbi\ TYlnl 


... w 

ninb … 1 


为单位下三角矩阵. 

这就是说，高斯消去法实质上产生了 一个将 a 分解为两个三 
角形矩阵相乘的因式分解，于是我们得到如下重要定理，它在解方 

程组的直接法中起着重要作用. 

定理 7( 矩阵的 LU 分解） 设 A 为 n 阶矩阵，如果 A 的顺序 
主子式 £)/ 矣 0( /= 1,2, ■■■ , n - 1 ) ， 则 A 可分解为一个单位下三角 
矩阵 L 和一个上三角矩阵 f / 的乘积，且这种分解是唯一的. 
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证明根据以上高斯消去法的矩阵分析 ， A = Lt / 的存在性已 

经得到证明，现仅在 A 为非奇异矩阵的假定下来证明唯一性，当 A 

为奇异矩阵的情况留作练习.设 

A = LU = LUx , 

其中为单位下三角矩阵，为上三角矩阵. 

由于 R 1 存在，故 

LL = t / t / i 1 . 

上式右边为上三角矩阵，左边为单位下三角矩阵，从而上式两边都 
必须等于单位矩阵，故.证毕. 

例2对于例1，系数矩阵 

1 1 1 

A = 0 4 - 1 ， 

2-2 1 

由高斯消去法， m 2 i = 0 , m \ =2, mi - - 1，故 

1 0 0 11 1 

A = 0 1 0 0 4 - 1 - Lf / . 

2-1100-2 

53 高斯主元素消去法 

由高斯消去法知道，在消元过程中可能出现=0的情况， 
这时消去法将无法进行，•即使主元素#0但很小时，用其作除 
数，会导致其他元素数量级的严重增长和舍入误差的扩散，最后也 
使得计算解不可靠. 

例3 求解方程组 


0 

•001 

2 

•000 

3 

•000 

XI 

1 

•000 

- 1 

•000 

3 

•712 

4 

.623 

X2 - 

: 2 

•000 . 

- 2 

•000 

1 

.072 

5 

•643 

X3 

3 

•000 
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用4位浮点数进行计算.精确解舍入到4位有效数字为 

x = (- 0 .4904, - 0 .05104, 0 3675/, 

解（方法 1) 用高斯消去法求解. 

wn = - \ .oocy o .ooi 

0 .001 2 .000 3 .000 1 .000 

= - 1000 

(A I b ) = - 1 .000 3 .712 4 .623 2 .000 

mi = - 2 .00(y 0 .001 

- 2 .000 1 .072 5 .643 3 .000 

-- 2000 

0 .001 2 .000 3 .000 1 .000 

m 32 = 4001/ 2004 

0 2004 3005 1002 

=1 .997 

0 4001 6006 2003 

0 .001 2 .000 3 .000 

— 0 2004 3005 

0 05 DOO 

计算解为 

瑢 =(- 0 .400,- 0 .09980,0 .4000 f . 

显然计算解瑢是一个很坏的结果，不能作为方程组的近似解.其 
原因是我们在消元计算时用了小主元 0. 001，使得约化后的方程 
组元素数量级大大増长，经再舍入使得在计算（3, 3) 元素时发生了 
严重的相消情况(73, 3) 元素舍入到第4位数字的正确值是 
5. 922)，因此经消元后得到的三角形方程组就不准确了. 

(方法 2) 交换行，避免绝对值小的主元作除数. 

3 .000 

mix = 0 5000 

2 .000 

rri 3 i = - 0 0005 

1 .000 
3 .000 

0 5000 m 2 = 0 .6300 
1 .002 


- 2 DOO 1 .072 5 .643 

( Alb )— - 1 DOO 3 .712 4 .623 

'一『 3 0 .001 2 DOO 3 DOO 

- 2 DOO 1 .072 5 .643 

-> 0 3 .176 1 .801 

0 2 .001 3 .003 


1 .000 

1002 
2 .000 
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- 2 .000 

1 

072 

5 .643 

3 

000 

- ► 0 

3 

176 

1 .801 

0 

5000 ， 

0 

0 


1 .868 

0 

6870 


得计算解为 

x = ( - 0 .4900,- 0 .05113, 0 3678/ - x . 

这个例子告诉我们，在采用高斯消去法解方程组时，小主元可 
能产生麻烦，故应避免采用绝对值小的主元素.对一般矩阵来 
说，最好每一步选取系数矩阵（或消元后的低阶矩阵）中绝对值最 
大的元素作为主元素，以使高斯消去法具有较好的数值稳定性 . 
这就是全主元素消去法，在选主元时要花费较多机器时间，目前主 
要使用的是列主元消去法，本节主要介绍列主元消去法，并假定 
(2. 1) 的 “为非 奇异的 • 


5 3.1 列主元素消去法 


设方程组 (2. 1) 的增广矩阵为 

Qn Gxi 


B 



dn2 



b \ 



首先在 a 的第一列中选取绝对值最大的元素作为主元素， 

例如 

/ ai A , 1 I = max I an I 幸 0 ， 

1 \< i< n 

然后交换 b 的第 i 行与第 & 行，经第 1 次消元计算得 

(Alb) — (A <2) I b (2) ). 

重复上述过程，设已完成第 1 步的选主元素，交换两行及 
消元计算， （ A I 幻约化为 
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a 1 

a! 

■ ■ ■ 

a k 

■ ■ ■ 

an 

b\ 



0.2 

■ ■ ■ 

ctk 

■ ■ ■ 

Ctn 

bi 




w 



• 争參 

籲# 參 

(A (k) 1 b (k) ) = 







y 





Qkk 

■ ■ ■ 

Ctkn 

Ok 





# # 參 

Qnk 

■ ■ ■ 

# # • 

Cbm 

I?n 


其中义〜的元素仍记为阳， Z / w 的元素仍记为 h . 

第々步选主元素（在右下角方阵的第1列内选），即确定 
L ,使 

I at . , k I = max I aik I ^ 0 . 

k k< /< n 

交换 ( A a) l / T ) 第 k 行与 “行的元素，再进行消元计算，最后将原 
方程组化为 （ 6= 1 ， 2, …， n - 1 ) 


a i a2 

■ ■ ■ 

a n 

X\ 

bi 

0.2 

■ ■ ■ 

Ct n 

X2 

h 


w 

• # • 

癱## 

• # « 



Cbm 


bn 


回代求解 

Xn = b,J am ; 

n 

xi = h - V" aij x j / an ( i - n - 1 , ■ ■ ■, 2 , 1 ) • 

j = i+ 1 

算法 3( 列主元素消 去法） 设 = 6 .本算法用 A 的具有行 

交换的列主元素消去法，消元结果冲掉東乘数冲掉办，计算 
解 I 冲掉常数项行列式存放在 det 中. 

1. det — 1 

2. 对于众=1,2,…， n -1 

( I )按列选主元 
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I a 丨， k I = max / ak I 

k k< i< n 

(2) 如果 =0, 则计算停止 （ det «) = 0) 

(3) 如果& = /: 则转 

换行 •• akj^~^ai k ， j( j= k ， k+ \ ， … ， n) 


det — - det 

(4) 消元计算 

i = k + 1 ，…， n 

(a) auc♦- mik = chk/ cm 

( b ) 对于 j = k + 1 ，…， n 

Qij ^~ dij Jflik Gkj 

( c ) b — b - niik * bk 

(5) det —* det 

3 .如果心=0,则计算停止 （ det ( A ) = 0) 

4 . 回代求解 

( \ ) 1% ^ bn / Chin 

(2 ) 对于 i - n - 1, ,2,1 


h — b - aij * bj / an 

5 . det —* det 

例 3 的（方法 2) 用的就是列主元素消去法. 

下面用矩阵运算来描述解 （2. 1) 的列主元素消去法.列主元 
素消去法为 

L L, h A (l) = A( v ， L I 、 b n ) = b ( v ， 

(3 1) 

L k I k ,i A (k) = A (k+l) , UIk,ib (k) = b (k+l) . 

k k 

其中 h 的元素满足 丨舰丨 < 1 (/:= 1， 2, …， n - 1) ， 是初等置 
换阵. 
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利用 （3. 1) 得到 

L.-1 ln-x,i , U L,i L L,l A = A (n) = U . 

n -1 2 1 

简记为 

雅 = f /, 聊 = 办 ㈤ ， 

其中 

W [=^- iL . i , i nx '- L 2 l 2, i 2 hL , i x . 

下面就 4 来考察一下矩阵讽. 

U =A (4) = h h,i 3 h L,i 2 L l,i x A 

=Li (L f i 3 TLi L ,/ 3 ) ( L y i 3 h ， i 2 La L ， i 2 L ) 

■ (J 3 ，/ 3 J 2 ，/ 2 三現瑕現 PA ， (3 2) 

其中 

現 =/3 ， / 3 /2 ， / 2 jL /2 ， ， 2 厶 ， ， 3 ， 

Wi = h , i 3 La L , i 3 , 

h , 

P ― , i^ I2 , 

由习题 3 知珮4=1，2, 3) 亦为单位下三角阵，其元素的绝对值不 
超过1 .记 

L 1 =現琨琨， 

由 （3. 2) 得到 

PA = W ， 

其中尸为排列矩阵， l 为单位下三角阵， t / 为上三角阵.这说明对 
(2. 1) 应用列主元素消去法相当于对先进行一系列行交换 
后对 = 再应用高斯消去法.在实际计算中我们只能在计 

算过程中做行的交换. 

总结以上的讨论有 

定理 8( 列主元素的三角分解定理）如果 A 为非奇异矩阵， 
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则存在排列矩阵 P 使 

PA = W ， 

其中 l 为单位下三角阵为上三角阵. 

在编程实现过程中， l 元素存放在数组 a 的下三角部分， t / 元 
素存放在 A 上三角部分，由记录主行的整型数组 Ip 可知 P 的 
情况. 

5.3.2 高斯-若当消去法 

高斯消去法始终是消去对角线下方的元素，现考虑高斯消去 
法的一种修正，即消去对角线下方和上方的元素，这种方法称为高 
其斤-若当 （ Gauss - Jordan ) 消去法. 

设用高斯-若当消去法已完成1步，于是如= 6化为等价 
方程组 = 其中 

1 0 0 a k … a\n b\ 

1 0 Ctk Ctn hi 

參•參 參•參 參•參 參參 • 

(A k) I b k) ) = 1 cik-\ ,k … ak-\,n bk \ . 

dkk ■ ■ ■ Ctkn bk 


在第 A 步计算时（々=1，2,…， n )， 考虑对上述矩阵的第々行 
上、下都进行消元计算. 

1. 按列选主元素，即确定4使 


/ a h , k I = max I cu 丨 • 

k k< i< n 

2 . 换行（当 4 矣 /: 时）交换 (A …第/:行与第行 元素. 
3. 计算乘数 mk = - aJ akk ( / = 1 ， 2, …， n 且/关幻， 


YVlkk — 1/ dkk 
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( m * 可保存在存放 to 的单元中 j . 

4.消元计算 

i = 1,2，…， n 且 / 关 k 

aij 4 — aij + mikdkj # 

j - k + 1, mmm , n 

h b niikbk ( i - 1,2, …， n 且 / 关幻 • 

5 . 计算主行 


akj — cikj rrikk (j = k，k + 1 ， … ， n ) ， 


bk 4 — bkfUkk • 

上述过程结束后有 

(Alb) — (A (k+l) I b (k+l) )= 


b \ 

hi 


W 

1 bn 


说明用高斯-若当方法将 A 约化为单位矩阵，计算解就在常 
数项位置得到，因此用不着回代求解，用高斯-若当方法解方程组 
其计算量大约需要 n 3 / 2次乘除法，要比高斯消去法大，但用高斯- 
若当方法求一个矩阵的逆矩阵还是比较合适的. 

定理 9( 高斯-若当法求逆矩阵）设 A 为非奇异矩阵，方程组 
AZ = /„的增广矩阵为 （：= (Al . 如果对（:应用高斯-若当方法 
化为 （ Air ), 则 a 1 =t . 

事实上，求 A 的逆矩阵 A 1 ，即求阶矩阵 z ， 使/,，其 

中为单位矩阵.将 z 按列分块 

X = ( x \ X2 ■■- Xn ) , I = ( ei ei mmm e n ) , 

于是求解 In 等价于求解 n 个方程组 


Ax 


ej (j 


1 ， 2 ，… ，幻 


我们可用高斯-若当方法求解 AX = L 
例 4 用高斯-若当方法求 
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的逆矩阵 I 1 • 


A = 


1 2 3 

2 4 5 

3 5 6 



第1次消元 


第2次消元 


2 

3 

1 

0 

0 

4 

5 

0 


1 

0 

5 

6 

0 

0 

1 

1 

5/ 3 

1 

2 

0 

0 

0 

2/ 3 

1 

0 

1 

0 

1/3 

1 

1 

0 

1 

0 

一 

V 

2 

0 

0 

1 



2 

0 

0 

0 


V 

2 

1 


3 5 6 

2 4 5 

1 4 —^ n 

1 2 3 

1/3 
-2/3 
-1/3 

C3 

- 5 2 2 

y 2 - 1 

- 1/2 0 

Cl 


0 0 
0 1 
1 0 


1 

0 

0 


1 0 0 

第3次消元 

0 1 0 

0 0 1 


2 


3 2 

3-1 =( In \ A ' 1 ). 
1 0 




m 3 


m\ - ( mu ， mix , 

T 

=(mn ， rm ， m?>) 



Ci 

— ^ y 


mi 



为了节省内存单元，可不必将单位矩阵存放起来， c 3 存放在 A 
的第1列位置， o 存放在 A 的第二列位置， d 存放在 A 的第3列 

位置，经消元计算，最后再调整一下列就可在 A 的位置得到 1 . 
注意第步消元时，由 A 的第列 



计算 
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a ± 

dkk 


dkk 


CXnk 

dkk 


且冲掉 


(tk . 


最后在 A 位置如何调整列呢 / 事实上，我们在 A 位置最后得 
到矩阵(其中尸为排列阵）的逆矩阵 A 「 1 ，于是 


A ' 1 


AP . 


5 4 


矩阵三角分解法 


高斯消去法有很多变形，有的是高斯消去法的改进、改写，有 
的是用于某一类特殊性质矩阵的高斯消去法的简化. 


5. 4.1 直接三角分解法 


将高斯消去法改写为紧凑形式，可以直接从矩阵 A 的元素得 
到计算乙 t / 元素的递推公式，而不需任何中间步骤，这就是所谓 
直接三角分解法. 一 旦实现了矩阵 A 的 LU 分解，那么求解 Ax = 
办的问题就等价于求解两个三角形方程组 

① Ly =厶，求}，• 

② t/x = y ,求 jc • 

1. 不选主元的三角分解法 
设 A 为非奇异矩阵，且有分解式 


A 


LU , 


其中 L 为单位下三角阵， f / 为上三角阵，即 


U\ 


U\2 


A 


hi 


. W 


Un 


It 


W 


(4 A ) 


ln\ ln2 


I4n 
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下面说明的元素可以由 n 步直接计算定出，其中第 r 步 
定出 t / 的第 r 行和 L 的第 r 列元素.由 (4. 1) 有： 
au = u\i (i = 1，2，…，，得 t / 的第 1 行兀素 ,• 

an = In U \\ , In = awl U \\ ( i = 2 ，…， / t ) ， 得 jL 的第 1 列 兀素. 

设已经定出的第 1 行到第 r - 1行元素与 L 的第1列到第 
r - 1列元素.由 （4. 1) ，利用矩阵乘法 （ 注意当 r < k , L =0)， 有 


故 


Clri 



Irk Viki 



Irk Uki + U 


H)i — Qyi 

又由 （4. U 有 


Ik uki ( i = r , r 1 ，…， n ) ， 



〉 lik LI kr 


k = 


-L 



lir tirr 


总结上述讨论，得到用直接三角分解法解 Ar = W 要求 A 的所 
有顺序主子式都不为零）的计算公式. 

① Uu = au( i= 1 ， 2, …， n) ， In = a\! u 1 ( i— 2 , 3 , ■■■, n) , 

计算 f / 的第 r 行， L 的第 r 列元素 （ r =2,3, …，幻. 


® uh = an - ^ f / - r,r-\-\ y m ' m y n); (42) 

r - 1 

(3) lir = air - likUkr / Urr ( 1 = T + 1 , …，以，•且厂关⑴ ，• 

(4 3) 

Ly = b , ?/1 = 37的计算公式/ 

= h ; 

® (4 A) 

y/ = h - V" hk y k ( i = 2,3, mmm , n); 
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Xn — yj I 4 nn / 

⑤" (4 5 ) 

Xi — yi 〉 tlik Xk / liii 

k= i+ 1 

(i = n - 1, n - 2, amm , l) • 

例 5 用直接三角分解法解 

1 2 3 xi 14 

2 5 2 ^2 = 18 

3 1 5 % 20 

解用分解公式 (4. 2 )—( 4 . 3) 计算得 

1 0 0 12 3 

A = 2 10 0 1 - 4 = W . 

3 - 5 1 0 0 - 24 

求解 

Ly = (14,18,20/, 得: v = (14, - 10, - 72/ , 

Ux = ( 14 , - 10, - 72)丁 ， 得 a : = (1,2,3)丁 • 

由于在计算机实现时当⑹计算好后就不用了，因此计算好 
的元素后就存放在 A 的相应位置.例如 


A = 


ai 

ai 

a\3 

au 

Mi 

Ul2 

Ul3 

M4 

an 

Ct2 

023 

024 

h\ 

Un 

U23 





—► 





a\ 

ai 

Cl33 

a34 

h\ 

hi 

1133 

U>A 

ai 

Chi 

Ck3 

044 

Ja\ 

Iai 

Ia3 

说 4 


最后在存放 A 的数组中得到 Mt / 的元素 . 


由直接三角分解计算公式，需要计算形如 [ ah 的式子，可 

采用“双精度累加”，以提高精度. 

直接分解法大约需要 n 3 / 3次乘除法，和高斯消去法计算量基 
本相同. 
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如果已经实现了 的分解计算，且保存在 A 的相 

应位置，则用直接三角分解法解具有相同系数的方程组儿 c = 
( hb 2" M 是相当方便的，每解一个方程组丄仏仅需要增加 

n 次乘除法运算. 

矩阵 A 的分解公式 （4. 2) ， （4. 3 ) 又称为杜利特尔 ( Doolittle ) 
分解. 


2. 选主元的三角分解法 

从直接三角分解公式可看出当心=0时计算将中断，或者当 
I 绝对值很小时，按分解公式计算可能引起舍入误差的累积.但 
如果 A 非奇异，我们可通过交换 A 的行实现矩阵 PA 的 LU 分解， 
因此可采用与列主元消去法类似的方法（可以证明下述方法与列 
主元消去法等价），将直接三角分解法修改为（部分）选主元的三角 
分解法. 

设第 r - 1步分解已完成，这时有 



h\ 




U\ 



A 


/r - 1 , 1 Ir- 1 


In 


lr2 


lr 9 r- 


ln\ 


ln2 


In. r- 


a! 


第 r 步分解需用到 （4. 2) 及 （4. 3) 式，为了避免用小的数^作除 
数，引进量 


于是有 


ir 


hkUkr ( i = 厂，厂 + 1, mam , n ). 


Urr = Sr ， lir = SJ Sr ( 1 = 厂 + 1 ， ■ ■ ■ ，行 ) • 
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取 maxi & I = U I ，交换 A 的 r 行与行元素，将\调到 （ r ， 

r < i < n r r 

r ) 位置（将 （/， j ) 位置的新元素仍记为1及如 ） ，于是有丨 L I < 1 
= r + 1，…， n ) • 由此再进行第 r 步分解计算. 

算法 4( 选主元的三角分解法）设 = h 其中 A 为非奇异 
矩阵.本算法采用选主元的三角分解法，用 PA = L . l . in _ 1 …厂, 1 A 
的三角分解冲掉糸用整型数组 Ip (⑹记 录主行，解 x 存放在内 . 
1. 对于 r = 1，2，…，《 

⑴计算及 

r - 1 

Oir <— Si = air - ^ likUkr ( 1 = 厂，厂 + 1 ， ■ ■ ■ ， 

(2) 选主元 \ Si _\ = max 1^1, Ipf ir 

r r < i < n 

(3) 交换 A 的 r 行与行元素 

a f i < ~ ► a , / (i = 1 ， 2 ， ■ ■ ■ ，行 ) 

r x 

(4) 计算 f / 的第 r 行元素， L 的第 r 列元素 

drr — lirr — Sr 

a r — h r = sJ u rr = a ,-/ a rr ( i = r + 1, ■■■, r ^ n ) 

r - 1 

a r i 4 - Un = ai - Ik Uki ( i = v + 1 ，…， n ，且 r 矣 u ) 

(这时有 I /" \ < l ). 

上述计算过程完成后就实现了 / M 的 LU 分解，且 t / 保存在 
A 的上三角部分， L 保存在 A 的下三角部分，排列阵 P 由 Ip (⑴最 
后记录可知. 

求解 L y = PbJkVx = y . 

2 •对于 / = 1 ，…， n _ 1 

( I ) 


(2) 如果/= ?则转 （3) 
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(3) (继续循环) 


3. k bi 




lik }?k 



2,3, ■ ■ ■ , n ) 


A . bn bJ Um , bi bi - Ukbk / ua 

k^l+ 1 

(i= n - 1 , … ， 1 ) 

利用算法 4 的结果（实现 /M = L t / 三角分解），则可以计算 A 


的逆矩阵 


A 1 = U ' 1 L l P . 

利用 / M 的三角分解计算 A 1 步骤： 

( 1 ) 计算上三角矩阵的逆阵 tT 1 / 

(2) 计算 t / L ; 

(3) 交换 tr 1 !/ 1 列（利用 ip (幻最后记 录）. 
上述方法求 i 1 大约需要 J 次乘法运算. 


5 . 4.2 平方根法 


应用有限元法解结构力学问题时，最后归结为求解线性方程 
组，系数矩阵大多具有对称正定性质.所谓平方根法，就是利用对 
称正定矩阵的三角分解而得到的求解对称正定方程组的一种有效 
方法，目前在计算机上广泛应用平方根法解此类方程组. 

设 a 为对称矩阵，且 a 的所有顺序主子式均不为零，由本章 
定理7知， A 可唯一分解为如 （4. 1) 的 形式. 

为了利用 a 的对称性，将 t / 再分解为 

1 ttl Ml n 

U\\ Mi Mil 


u = 


Un 


W 


U23 

Un 


linn 


w 


142 n 


U22 


=DUo, 
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其中 D 为对角阵， f / o 为单位上三角阵.于是 


A 


LU 


LDUo . 


(4 6) 


又 


A = A t 


Uo (DL T ) 


由分解的唯一性即得 


Uo 


L • 


代入 (4. 6) 得到对称矩阵 A 的分解式^4 = 1/)/；.总结上述讨论有 
定理 10( 对称阵的三角分解定理）设 A 为《阶对称阵，且 A 
的所有顺序主子式均不为零，则 A 可唯一分解为 


A 


LDL 1 , 


其中 L 为单位下三角阵，为对角阵. 

现设 A 为对称正定矩阵.首先说明 A 的分解式 A = z ^ l t 中 
的对角元素 A 均为正数. 

事实上，由 A 的对称正定性， 5. 2节中的推论成立，即 


d 




Di > 0, di 




DJ Di i >0 (i = 2,3, …， n ) 


于是 


d 


d 


d 


D 


w 


w 


w 


dn 


dn 


dn 


=D 2 D 2 ， 
由定理 6 得到 


A = LDV 
=Lll ， 


丄 J- I 

LDDL 


(LD^ )(W 


其中 L = ZJ ) 2 为下三角矩阵. 

定理 11( 对称正定矩阵的三角分解或 Cholesky 分解） 如果 
A 为 n 阶对称正定矩阵，则存在一个实的非奇异下三角阵 L 使 
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A = ZX T ，当限定 L 的对角元素为正时，这种分解是唯一的. 

下面我们用直接分解方法来确定计算 L 元素的递推公式 . 

因为 


l \ 1 
h \ 


A = 




In li\ 


hi 


■ ■ ■ 



■ ■ 


ln2 


w 


ln\ ln2 


■ ■国 


Inn 


Inn 


其中 /, >0(/= 1， 2, ■_■，") •由矩阵乘法及仏 =0( 当时），得 


aij 



lik Ijk 



lik ijk + ijj l ij y 


于是得到解对称正定方程组 Ax = b 的平方根法计算公式 


对于 


1,2, ■■■ , n 


. hi 


an 



f jk 


2 


(4 V 


2 . 


an 



hk Ijk / In (i = j + 1 ，…， n ); 


求解 l 即求解两个三角形方 程组： 


fU Ly = b , 求 


(2) iJ x = 求 jc • 


3 . yi = h - ^ hk yk / la (i = l ,2 , mmm , n ). 

n 

4 . xi = h - V " LiXk / la ( i = n，n - 1, …， 1) • 


由计算公式 1 知 


所以 

于是 


cijj = ^ ( j = 1,2, mmm , n ) , 

& < 办 < 


(4 .8) 
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maxf fjk} < maxf an} • 

j > k j < n 

上面分析说明，分解过程中元素&的数量级不会增长且对角 
元素恒为正数.于是不选主元素的平方根法是一个数值稳定的 
方法. 

当求出 L 的第 j 列元素时， L t 的第 j 行元素亦算出.所以平 
方根法约需《 3 / 6次乘除法，大约为一般直接 Lt / 分解法计算量的 
—半. 

由于 A 为对称阵，因此在计算机实现时只需存储 A 的下三角 
部分，共需要存储4«+1/ 2个元素，可用一维数组存放，即 

A( n m ( n-\- 1)/2) = { a\ , an , an ， a n 2 ，…， cu} • 

矩阵元素—维数组的表示为 A ( i ■ ( i - 1)/ 2 + j ), L 的元素存 
放在 A 的相应位置. 

由公式 (4. 7) 看出，用平方根法解对称正定方程组时，计算 L 
的元素 L 需要 用到开方运算.为了避免开方，我们下面用定理10 
的分解式 

A = LDL J , 

即 

1 d \ 1 ll \ ln \ 

/21 1 ch 1 ■" ■ Li 

A = • 

. w w w ••• 


ln\ ln2 


dn 


由矩阵乘法 ，并注意 In = 1 ， Ijk = 0( j < k ) ， 得 
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对于/ = 1,2 ,…， n • 


aij 



lik dk Ijk / dj ( j 


1 , 2 , 


- U ； (4 9) 


2 . di 


an 



tik d 


为了避免重复计算，我们引进 


tu 


hj dj , 


由 （4. 9) 得到按行计算元素的公式 


d 


a \ 


对于 i = 2 ，3 ，…， n • 


. tij 


an 



tik Ijk , ( j 


1 , 2 , 


i - U 


2 . 


tu / dj (j 






3 . di — Clii ^ tik lik . (A- .10 J 

计算出 r=LD 的第 / 行元素 tij ( j = 1,2, …， / - 1) 后，存放在 

a 的第 / 行相应位置，然后再计算 l 的第/行元素，存放在 a 的第 
/行的对角元素存放在 A 的相应位置.例如 


an 



d 



On 

On 

对称 

hi 

di 


A = 


—► 




On 

ai 

a3 

hi 

h>2 

(h 

Cki 

ai 

C^3 ChA 

U\ 

Ui 

為 3 ChA 

d 






hi 

di 





—► 


參 




h\ 

hi 

d3 




hi 

Jai 

1a3 (1a 





对称正定矩阵 A 按 L /) L T 分解和按 ll t 分解计算量差不多， 
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但 L /) L T 分解不需要开方计算. 

求角军 Lj = 厶，计算公式 




b ; 


4. 




L L y 


(4 11) 


k 


2,… ， n) 


yj dn; 


Xi 


yj di - 

k= / + 1 


Iki X k 


n - 1 ， … ， 2 , 1 ) 


计算公式 (4. 10)，（4. 11) 称为改进的平方根法. 


5 . 4.3 追赶法 


在一些实际问题中，例如解常微分方程边值问题，解热传导方 
程以及船体数学放样中建立三次样条函数等，都会要求解系数矩 


阵为对角占优的三对角线方程组 


ct h 


W 





X\ 

Cl 



X2 

w 

w 



Qn- 1 

bn-\ 

Cn- 1 

Xn- 1 


On 

bn 

Xi 


/i 

fi 


(4 12) 


On - 1 l?n - 1 Cn- 1 JCn- 1 - 1 

Qn bn JCn n 

简记为 Ax = / •其中，当 I / - j I > 1 时，你 = 0 ，且 .• 

(a) \ h \ > \ a \ > 0; 

f b ) \ h\> \ ai \ + \ a \ , a , a ^0 (i = 2 y 3 y mmm y n - l ); 

(c) \ bn \ > \ a n \ >0 . 

我们利用矩阵的直接三角分解法来推导解三对角线方程组 
(4. 12) 的计算公式.由系数阵 A 的特点，可以将 A 分解为两个三 
角阵的乘积，即 


A 


LU ， 
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其中 L 为下三角矩阵， t / 为单位上三角矩阵.下面我们来说明这 
种分解是可能的.设 

b o 
a h q . 

A = www 


Cbi - 1 


bn- 1 
On 


Cn- 1 

bn 


(4 13) 


Qi 





n Cb 

W W 



Tn O n 



其中 a ， h ， r / 为待定系数.比较 (4. 13) 两边即得 

b = Ox , a = Oi(3i , 

ai = ri ， h = 厂岛 /-1 + Q/ ( i = 2 ， … ， n ) ， (4 14) 

g — i ( i = 2,3 y am, y n - l ). 

由 Qi = b ^0, \ b \ > \ a \ > 0, (3 i = q / b ，得 0< lf>i I <1 •下面我 
们用归纳法证明 

/ a / > / G / 关0 ( / = 1,2 ,…， n - U ， (4 15 ) 

gp 0< 1(3,1 < 1，从而由 （4. 14) 可求出 h • 

(4 15) 对/= 1是成立的.现设 （4. 15) 对/ - 1成立，求证对 i 
亦成立. 

由归纳法假设0< 1(3,：-! I <1,又由 （4. 15) 及 A 的假设条件有 

I Oi I = I k - a^> i - 1 I > I k I - I a^> i -1 / 

> / h I - I a I > I c / ^ 0, 

也就是 0< 私1 <1 •由 （4 14) 得到 

Oi = k - a^> /- 1 (i = 2 ，…， n); 




5 .4 矩阵三角分解法 


■ 195 ■ 


|3/ = c/ (h - a ^> i- 1 ) (i = 2,3, mmm , n - l ) . 

这就是说，由 A 的假设条件，我们完全确定了 f & J ， { n }， 实 
现了 A 的 z ^/ 分解. 

求解等价于解两个三角形方程组 
(1) Ly = f , 求 3 V (2) Ux = y y 求 x . 

从而得到解三对角线方程组的追赶法公式： 

1. 计算的递推公式 

(3 i = q / b , 

(3 / — cJ (hi - a^)i -1 ) (i = 2,3, mmm , n - l ); 

2 •解 L j = / 

= /" 办， 

yi = ( ft - at yt - i )/ ( b - a^>i - 1 ) ( i = 2,3, ■■■, n ); 

3 .MUx = y 

Xn = y n , 

Xi = yi - |3/ x/ + i ( i = n - \, n - 2, mmm ,2,1 ). 

我们将计算系数 I ―你 -► - A . i 及 y \-*- yi -*- - ►> 的过程 

称为追的过程，将计算方程组的解 —► x «- 1 —► - ► Xi 的过程称为 

赶的过程. 

总结上述讨论有 

定理12 设有三对角线方程组 Ax =/,其中 A 满足条件 
( a )，（ b )，（ c )， 则 A 为非奇异矩阵且追赶法计算公式中的 fa 丄作彳 
满足： 

1° 0 < 1(3,1 < 1 (/=1，2,…， n - 1)，. 

2° 0 < I C/ I < I /?/ I - \ a \ < 10/1 < I h I + I a / I ( / = 2，3，…， 
n - l ) ; 

0 < \ bi \ - \ On \ < \On \ < \ b \ -\- \ ai \ . 

追赶法公式实际上就是把高斯消去法用到求解三对角线方程 
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组上去的结果.这时由于 A 特别简单，因此使得求解的计算公式 
非常简单，而且计算量仅为5« - 4次乘除法，而另外增加解一个方 
程组如=/ 2 仅增加2次乘除运算.易见追赶法的计算量是 
比较小的. 

由定理12的1°,2°说明追赶法计算公式中不会出现中间结果 
数量级的巨大增长和舍入误差的严重累积. 

在计算机实现时我们只需用三个一维数组分别存储 A 的三 
条线元素（《,入（&人（0人此外还需要用两组工作单元保存作,人 

{yi}^{Xi}. 


5. 5向量和矩阵的范数 

为了研究线性方程组近似解的误差估计和迭代法的收敛 
性，我们需要对 R 7 «维向量空间）中向量（或 R KX ” 中矩阵）的“大 
小”引进某种度量——向量（或矩阵）范数的概念.向量范数概念 
是三维欧氏空间中向量长度概念的推广，在数值分析中起着重要 
作用. 

首先将向量长度概念推广到 R 7 或 C ”） 中. 

定义 1 设 X = (xi , XI r mm , Xnf , y = (: yi ， 卩 ， … ， € 

n 

或 C 。 •将实数 （ x , y ) = y x = y 或复数 （ x , y ) = y H x = 

iTT 

n 

y X 萌称为向量 u 的数量积•将非负实数 \\ x\\i = ( x , x )^ = 

i^T 

n n _L 

或 IMI 2 = = y I xi i 2 2 称为向量 x 的欧 

iTT iTT 

氏范数. 

下述定理可在线性代数书中找到. 
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定理13设(或 cr )， 则 

1. ( x f x ) = 0,当且仅当 x = 0 时成立，• 

2. ( Ox y y ) = o ( x y y ) .a 为实数（或 （ x,qy j , a 为复 

iu ； 

3. ( U ) = ( J 7 , 幻（或 （ U ) = ( J 7 , 幻）， • 

4 . (xi + x 2 , y ) = (xi , y ) + (xi , y ); 

5 • ( Cauchy-Schwarz 不等式） 

I ( x y y ) I < II x || 2 - II j II2 , 

等式当且仅当 x 与 j 线性相关时成立， • 

6. 三角不等式 

||x ”|| 2 < IMI 2 + II j II 2 . 

我们还可以用其他办法来度量 R ” 中向量的“大小”.例如，对 

于 x = ( xi y xi ) T € R 2 , 可以用 一 个 X 的函数 N ( x ) = max 丨 x 丨来度 

/= 1,2 

量 x 的 “ 大小”，而且这种度量 x “大小”的方法计算起来比欧氏范 
数方便.在许多应用中，对度量向量 X “大小”的函数所幻都要求 
是正定的、齐次的且满足三角不等式.下面我们给出向量范数的 
一般定义. 

定义 2( 向量的范数）如果向量(或 C ”） 的某个实值函 
数 N ( x ) = || x || ,满足条件. • 

( 1 ) II x || >0( II x || =0当且仅当 x =0) (正定 条件八 

(2) || cu ： || = lal || x II , " a € R (或 a € C )， (5. 1) 

(3) II x + j || < II x II + II j II (三角不等式）， 

则称所 x ) 是 R " (或 C ") 上的一个向量范数（或模）•由 （3) 可推出 
不等式 

I || x || - II j II I < II x - j || . (5 2) 

下面我们给出几种常用的向量范数. 

1. 向量的范数（最大范 数）： 
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x \\ oo = max I Xi I . 

1 < i< n 

容易验证这样定义的向量 X 的函数= || x || ⑺满足向量范数 
的三个条件. 

2. 向量的1-范数： 


X 1 = [ I Xi I . 

i^T 

同样可证 N(x)= || jc || . 是 R " 上的一个向量范数 . 

3 . 向量的 2 - 范数： 

n 

\ X \\ 2 = ( x,x ) 2 = ( ^ ) 2 • 

i^T 

由定理 13 知 N( x) = II x II 2 是 R " 上一个向量范数，称为向量 x 

的欧氏范数 . 

4 . 向量的 / T 范数： 


| X II p = ( I Xi I p ) l/ p , 

其中可以证明向量函数 N ( X ) 三 II xll , 上向量 

的范数且容易说明上述三种范数是 ；?- 范数的特殊情况 （II x || - = 

lim || x\\ P ). 

p — oo 

例 6 计算向量 (1 ， _ 2,3) T 的各种范数. 

解 II x || 1 =6, || x || - = 3 , || x || 2 = 14 . 

定义3 设为 R " 中一向量序歹 ij，x ^ R \ 记= 

( x \ k> y xi k> , …， x ( n k> ) T , x = ( xi ，…， ) T • 如果 limi 幻 = x / ( i 

oo 

= 1，2, …， "） ，则称 "收 敛于 向量/ ，记为 

li mx k> = x . 

k — ① 

定理 14( 7 V ( 幻的连续性）设非负函数 N ( x ) = || a : || 为 R” 
上任一向量范数，则 N ( x ) 是 x 的分量^，力，…， 1 的连续函数. 
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证明设 x 


xiei , y = yiei ，其中仏 =( 0 ， … ， 1 ， 0 ， 

iTT 


0 ) T . 


只须证明当1-^时即成•事实上 


/ N(x) - N(y) I 




I J II / < 


- J I 


( Xi - yi) e\ 

i^T 


< 


y 

i= 1 


X / - J / 


I ei 


^ II J II ^ Y " II ei || , 

iT\ 

即 / N ( x ) - N ( y ) I < c \\ x - y || -> 0 (当 时）， 

n 

其中 |U || • 

\~T 

定理 15( 向量范数的等价性）设 || x II ,， || x ||,为 R " 上向 
量的任意两种范数，则存在常数 o，e >0,使得对一切 xeR " 有 

a II x |h < || x || f < e II x II * • 

证明只要就 II XII , = II X IU 证明上式成立即可，即证明存 
在常数 a ，q >0,使 

o <」 X I ' < e ，对一切 jc G R " 且 jc 0 . 

X OC 

考虑泛函 

f ( x ) = || x || ? > 0, X € R ,? . 

记 S = { x \ || x || oo = 1, MIO , 则 S 是一个有界闭集•由于/( X ) 
为 s 上的连续函数，所以 /( 幻于 s 上达到最大最小值，即存在 

X ,x e S 使得 

f ( X ' ) = min/fxj - a , f ( x ) = m ^ xf ( x ) = a . 

x ^ S x ^ S 
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ix X € R /? 且 i 关❶， 贝 1 € S, 从而有 

II X oo 


o < / 


X 

X oo 



显然 (3 ， Q > 0，上式为 



X 


X 


< (2 


即 


(5 3 ) 


ci || x || ⑺ < || x || ? <。 || x | 卜，对 一 切 x € R . 

注意，定理15不能推广到无穷维空间.由定理15可得到结 
论.•如果在一种范数意义下向量序列收敛时，则在任何一种范数 
意义下该向量序列均收敛. 

定理 16 limx (k> = x lim || x k> - x || =0,其中 || _ || 为 

众 - > OO k — ① 

向量的任一种范数. 

证明显然， limx u) lim || x (k> - x || ⑺= 0,而对于 R " 

k— oo k— oo 

上任一种范数 II ■ || ，由定理15,存在常数 d >0 使 



-X - < 



-X 



-X 



于是又有 


lim || x <k> - x I 卜： z ： 0 lim || x (k> - x || = 0 • 

k-^oo k — ① 

下面我们将向量范数概念推广到矩阵上去.视 R” x "中的矩 P 车 
为 IT 2 中的向量，则由 IT 2 上的2-范数可以得到 R nXn 中矩阵的一 


种范数 



称为 A 的 Frobenius 范数.|| A || f 显然满足正定性、齐次性及三 
角不等式. 

下面我们给出矩阵范数的一般定义. 
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定义 4( 矩阵的 范数） 如果矩阵 a 的某个非负的实值 
函数 A/YA = || A|| ，满足条件 


(1) II A|| >0( || A|| =0 

A = 0) ( 正定条件 ） ，• 


(2) 1 

1 o4 || = 1 cl || A , 

c 为实数 ( 齐次条件 ），• 

(5 A) 

(3) 1 

A+B < || A || + || fill ( 三角不等式 ），• 


(4) 1 

AB < A B 

# 



则称是 R ” xw 上的一个矩阵范数（或模 j • 

上面我们定义的 F(A) = || A IU 就是尺…上的一个矩阵 


范数. 

由于在大多数与估计有关的问题中，矩阵和向量会同时参与 
讨论，所以希望引进一种矩阵的范数，它是和向量范数相联系而且 
和向量范数相容的，即对任何向量 xeir 及 a 都成立 

II Ax II < Mil II X II • (5 5) 

为此我们再引进一种矩阵的范数. 

定义 5( 矩阵的算子范数）设'给出一种向 
量范数 II x II V (如 v = 1，2或°°)，相应地定义一个矩阵的非负函数 


A 


max 


1 Ax 1 

X I 


(5 6 ) 


可验证 || A || v 满足定义 4( 见下面定理），所以 || A || , 是上矩 


阵的一个范数，称为 A 的算子范数. 

定理17设 || x || v 是只”上一个向量范数，则 || A || v SR” Xn 
上矩阵的范数，且满足相容条件 

II Ax || v < || A | M | x || , . (5 J ) 

证明由 （5. 6) 相容性条件 （5. 7) 是显然的.现只验证定义4 
中条件 (4) • 

由 （5. 7)，有 

|| ABx || v < || A || v || fix || v < || A || v || || v || x || v . 
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当时，有 


ABx 

X 


< 


A || v || 



故 

/i y 

I AB || v = max ^ H < || A || v || 5 || v . 

显然这种矩阵的范数 II A || v 依赖于向量范数 || x || v 的具体 
含义.也就是说，当给出一种具体的向量范数 II x || v 时，相应地就 
得到了一种矩阵范数 II All V . 

定理 18 设 "，贝 IJ 


1 - A ^ 1 au 1 (称为 A 的行范数）， 


2. || A || 1 ^ max 厂 I au I (称为 A 的列范数）， 

3. || A || 2 = A max fA T A ) (称为 A 的 2 -范 数）， 

其中入 max A ) 表示 f A 的最大特征值. 

证明只就1，3给出证明，2同理. 

1. 设 关0,不妨设 •记 


则 



= max I Xi I， \J 




Ax - 



< max 


y I aij 11 Xj 


< ?max 



这说明对任何非零有 



(5 . 8 ) 
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下面来说明有一向量 X 。矣0 ， 使 



0 


Xb 


•设 M 


j= 1 

(j 


ai 


0 


/ /，取向量 X 。 


，…， ) ，其中 


Xj 


sgnf ai 0 j ) 


1，2,…， n ) •显然 


Xo 


，且 Ax 。 的第 i 个分量为 


r 


ai 0 j xj 


V 


i /，这说明 


Ax 


0 


max 

1 < /< n 


Y 


Qj Xj 


y 


ai o j 


2 

2 


3 . 由于对一切 x € R , || Ax || 
从而的特征值为非负实数，设为 


( Ax , Ax ) = ( A T Ax y x )>0 y 


入 1 > 入2 > 


■ ■ ■ 


>kn > 0 . 


(5 9) 


/ A 为对称矩阵，设 m ,U2,-,Un 为 A 的相应于 （5. 9) 的特 
征向量且=6(/，又设 X € R 为任一非零向量，于是有 


X 


Y 


QU 


其中 C 为组合系数，则 


Ax 


2 

2 


X 


2 

2 


(A Ax , x ) 
( X , x ) 



& K , 


< Ai 


r 


2 

Cl 


另一方面，取 X = m ，则上式等号成立，故 


A 


2 


max 

0 


Ax 


2 


X 


2 




入 max A) 


由定理 18 看出，计算一个矩阵的 || A || oo , || A || !还是比较 
容易的，而矩阵的2-范数 || A || 2 在计算上不方便，但是矩阵的 
2-范数具有许多好的性质，它在理论上是非常有用的. 


例7设 A = 


1-2 


，计算 A 的各种范数. 
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解 || A || 1 =6, || A || oo = 1 y || A || f ~ 5 All , 

|| A || 2 - 15 + 221 ~ 5 .46 . 

我们指出，对于复矩阵（即 A ecr x ” 定理18中1，2 • 显然也 
成立，对于3应改为 

H a 1/2 

I A || 2 = max ~~ H ~ = 入 max (i4 H • 

^^0 x x 

定义 6 设的特征值为入“/=1，2,…，")，称 

P ( A ) = max / 入， / 

l< i< n 

为 a 的谱半径. 

定理 19( 特征值上界 ） A eR nXn , 则 || A II ,即 A 

的谱半径不超过 A 的任何一种算子范数（对 || All ,亦对）. 

证明设 A 是 A 的任一特征值， x 为相应的特征向量，则 Ax 
=入1，由 （5. 7) 得 

/ 入 / || jc || 二 || 入 X || 二 || Af || < || A || || jc || , 

注意到 || x || 矣0,即得 

/入 / < II A || . 

定理20如果 A € R nX "为对称矩阵，则 || A || 2 . 

证明留作习题. 

定理 21 如果 ||B|| <1，则为非奇异矩阵，且 

I ! ^ ! . “"， 

其中 II _ II 是指矩阵的算子范数. 

证明用反证法•若 det(J - =0,则 （ J - = 0 有非零 

解，即存在 X 。矣0使 Bx 。= x 。， 』 /' I ! = 1，故 || B || >1，与假设 

|| Xo | 

矛盾•又由 （/- B )( I - B ) 1 = J ，有 

(I - B ) 1 = / + B ( I - B ) 1 , 



从而 


5 .6 误差分析 
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| (I± B) 1 || < || /|| + || B || || (J± W 


If/ - B) 




5 6 误差分析 


5 6 1矩阵的条件数 


考虑线性方程组 

Ax = b y 

其中设 A 为非奇异矩阵， X 为方程组的精确解. 

由于或幻元素是测量得到的，或者是计算的结果，在第一 
种情况 A (或幻常带有某些观测误差，在后一种情况 A (或 b ) 又包 
含有舍入误差.因此我们处理的实际矩阵是或 b + ㈤ ，下 
面我们来研究数据 以或 幻的微小误差对解的影响.即考虑估计 
x - J ， 其中 j 是 ( i 4+6 A ) j ；= 办 的解. 

首先考 察一个 例子. 

例8设有方程组 

11 XI 2 

= • (6 . 1 ) 
1 1 .0001 a 2 

记为 = l 它的精确解为 x =(2,0 ) T • 

现在考虑常数项的微小变化对方程组解的影响，即考察方 

程组 


11 2 
1 1 .0001 )^2 " 2 .0001 


(6 2 ) 


也可表示为 +6 x ) = b 6 b , 其中6办=(0,0 .0001 f , y = x 

6 x ， x 为 （6* 1) 的解.显然方程组 （6* 2) 的解为 x -^6 x = ( l y l) T . 
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我们看到 （6 1) 的常 数项办 的第2个分量只有的微小变 

化，方程组的解却变化很大.这样的方程组称为病态方程组. 

定义7如果矩阵 A 或常数项6的微小变化，引起方程组 Ax 
=办解的巨大变化，则称此方程组为“病态”方程组，矩阵 A 称为 
“病态”矩阵(相对于方程组而言），否则称方程组为“良态”方程组， 
A 称为“良态”矩阵. 

应该注意，矩阵的“病态”性质是矩阵本身的特性，下面我们希 
望找出刻画矩阵“病态”性质的量.设有方程组 


Ax = b y 


(6 3) 


其中 A 为非奇异阵， X 为 （6. 3) 的准确解.以下我们研究方程组的 

系数矩阵 A (或~的微小误差（扰动 j 时对解的影响. 

现设 A 是精确的，6有误差66,解为 x +6 x ，则 

A(x + 6x) = b + 6b f 6x = A 6b, 

|| 6 x || < | U — 1 || ||66 || . (6 .4) 

由 （6. 


b < A x 



(设办 ^ 0 ). 


于是由 （6. 4) 及 (6. 5 )M 

定理 22 设 A 是非奇异阵 ， Ax = 6矣0,且 

A(x -\-6x) = b -\-6b y 


则 



(6 5) 


上式给出了解的相对误差的上界，常数项6的相对误差在解 
中可能放大 1 II M II 倍. 

现设6是精确的， A 有微小误差(扰动，解为 x +6 x ，则 


(A 5A)(x 6x) = b y 
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(A 6 A )6x = - (6A )x . f 6 .6) 

如果 6 A 不受限制的话， A + 6 A 可能奇异，而 

(A + bA) = Af /+ A l 6A) y 

由定理 21 知，当 || A _1 6 A || < 1时 ， （J + 厂 1 存在•由 

( 6. 6 ) 式 

6x - - (I A 6a ) 1 A' 1 (6a )x, 


因此 


6 x 




A ' 1 

6 A II 1 x 

1 - 

A X (^ A ) || 


iS II A ' 1 || || 6 A II <1，即得 


6x 

x 


< 



A 


A 



6 A 



A 




6 A 



A 



(6 J) 


定理 23 设 A 为非奇异矩阵， Ax = 6矣0,且 

(A 6 A)(x 6 x ) = b . 

如果 II ， 1 II ||6 A || <1，则 （6. 7) 式成立. 

如果 6 A 充分小，且在条件 || 义 1 || || 6 A || <1下，那么 （6. 7) 式 

说明矩阵 A 的相对误差在解中可能放大 II i 1 II II All 倍. 

总之，量 III 1 II Mil 愈小，由 A 或~的相对误差引起的解 
的相对误差就愈小，•量 II A 1 II II All 愈大，解的相对误差就可能 
愈大.所以量 II A 1 II II All 实际上刻画了解对原始数据变化的 
灵敏程度，即刻画了方程组的“病态”程度，于是引进下述定义： 
定义8设 A 为非奇异阵，称数 condfAj , = || A ' 1 || v || A || v 
( v = l ，2 或叫为矩阵 A 的条件数. 

由此看出矩阵的条件数与范数有关. 

矩阵的条件数是一个十分重要的概念，由上面讨论知，当 A 的 
条件数相对的大，即 condfAjml 时，则 （6 3) 是“病态”的（即 A 是 
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“病态”矩阵，或者说 A 是坏条件的，相对于解方程组），当 A 的条件 
数相对的小，则 (6 3) 是“良态”的（或者说 A 是好条 件的厂 注意，方 
程组病态性质是方程组本身的特性 . A 的条件数愈大，方程组的病 
态程度愈严重，也就愈难用一般的计算方法求得比较准确的解. 
通常使用的条件数，有 

( 1 ) condf A)oo = || A 1 || oo || A || oo ； 

(2) A 的谱条件数 


condf A)i 

当 A 为对称矩阵时 


A 



入 max ( A A.) 

Kmin ( A T A ) 


condf A)i 


/ 入 i / 

I \n r 


其中入 i ，入 n 为 A 的绝对值最大和绝对值最小的特征值. 
条件数的性质： 

1. 对任何非奇异矩阵丄都有 cond «) v>l .事实上， 

condf A) v = || A x || v || A || v > || A" 1 A || v = 1; 
2 .设 A 为非奇异阵且 c : 矣 0( 常数），则 


condf cA)v = condf A ) v ; 

3 .如果 A 为正交矩阵，则 condf A)i = 1，•如果 A 为非奇异矢巨 

阵，及为正交矩阵，则 

condf RA)i = cond ( AR)i = condfA ^ . 

例 9 已知希尔伯特 （ Hilbert ) 矩阵 


2 n 






In - 1 




5 .6 误差分析 


■ 209 • 


计算《的条件数 . 
解 


9 - 36 30 

36 192 - 180 

30 - 180 180 


( 1 ) 计算丛条件数 cond (丛 ）。o 

|| Hs || oo = 1]/ 6， || Hi 1 || oo = 408,所以 condf //3 = 748 . 

同样可计算 con d(M joo =2 .9 X 10 7 , cond ( Hi )oo =9 S 5 X 10 8 •当 
n 愈大时 ，从 矩阵病态愈严重. 

(2) 考虑方程组 

a x = (IV 6, 1} 12, 47/ 60/ - b , 

设 B 及6有微小误差（取3位有效 数字） 有 


1 

•00 

0 500 

0 333 

xi ■ 

f 6 xi 

1 

83 

0 

500 

0 333 

0 250 

X 2 - 

f 6 X 2 : 

=1 

08 ， (6 .8) 

0 

333 

0 250 

0 200 

X 3 ■ 

f 6^3 

0 

783 



简记为 （丑 3 + 67/3 )( x +5 x ) = b +6 b • 方程组 H3X= b 与 （ 6. 8 ) 的精 

确解分 别为 ： x = ( I , I , 1 )\ x + 6 x = ( I . 089512538, 
0. 487967062, 1. 49 1002798 ) T •于是 


5 x = (0 .0895, - 0 5120, 0 4910/, 



6 H 3 

00 


1 Hs 1 

00 


~ 0 .18 X 10' 3 


< 0 02 %, 


6办 。 

b °° 


- 0 .182% 



- 51 2% 


这就是说茲与6相对误差不超过 0. 3%，而引起解的相对误差超 

a 50% . 
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由上面的讨论，要判别一个矩阵是否病态需要计算条件数 
cond ( A )= || A 1 || || A II ,而计算丄 1 是比较费劲的，那么在实 
际计算中如何发现病态情况呢？ 

(1) 如果在 A 的三角约化时（尤其是用主元素消去法解 （6 3) 
时）出现小主元，对大多数矩阵来说， A 是病态矩阵.例如用选主 
元的直接三角分解法解方程组 （6. 8)( 结果舍入为3位浮点数）， 
则有 


/ 2 3 (Hs +5 H 3 ) = 0 333 1 

0 500 0 994 1 

1 0 5000 0 3330 

X 0 0835 0 .0891 - W . 

- 0 00507 

( 2 ) 系数矩阵的行列式值相对说很小，或系数矩阵某些行近 
似线性相关，这时 A 可能病态. 

(3) 系数矩阵 A 元素间数量级相差很大，并且无一定规则 ， A 

可能病态. 

用选主元素的消去法不能解决病态问题，对于病态方程组可 
采用高精度的算术运算（采用双倍字长进行运算）或者采用预处理 

方法.即将求解 Ax = 6转化为一等价方程组 

PAQy = Pb ; 

y = Q l x . 

选择非奇异矩阵使 

cond ( PAQ ) < condfAj . 

一般选择尸为对角阵或者三角矩阵. 

当矩阵 a 的元素大小不均时，对 a 的行（或列）引进适当的比 
例因子(使矩阵 A 的所有行或列按 oo - 范数大体上有相同的长度， 
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使 A 的系数均衡 ） ，对 A 的条件数是有影响的.这种方法不能保证 
A 的条件数一定得到改善. 


例 10 设 


10 


4 


XI 


X2 


10 

2 


4 


(6 9) 


计算 condf A ) 


A 


10 


4 


, A 


10 


4 


10 


4 


condf AJ 


H + 10 4 ) 


10 


4 


10 4 . 


现在 A 的第一行引进比例因子.如用& = maxla , l = 10 4 除第一 


< i 


个方程式，得即 


10 


XI 


X 2 


2 


(6 10 ) 


而 


( A r )' 1 


1 


1-10 


-10 


于是 


condf A ) 


1-10 


4 . 


当用列主元消去法解 (6. 9) 时（计算到三位数字) 


(Alb) 


1 10 
0 - 10 


4 


4 


10 

-10 


4 


于是得到很坏的结果 .• X 2 =1 ，XI =0 . 
现用列主元消去法解 (6. 10)，得到 


( A f I b ) 


10 


2 


—► 


0 1 


2 


从而得到较好的计算解. • I =1， JC 2 
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设瑢为方程组 A x = 6的近似解，于是可计算瑢的剩余向量 r 
=△- 箱，当 r 很小时，培是否为 Ar = 6 —个较好的近似解呢？下 
述定理给出了解答. 

定理 24( 事后误差估计）设 A 为非奇异矩阵， x 是如=办矣0 


的精确解.再设瑢是此方程组的近似解， r = 6-顧，则 


JC - 链 II 


X 


< condfAJ - 


r 


b 


证明由 x - 瑢 = I 、，得 


x - ^|| <|| A 


IMI , 


又有 


(6 . 11 ) 


(6 12 ) 


b 


Ax < A 


x 


1 


x 


< 


A 


b 


(6 13 ) 

由 （6. 12) 及 (6. 13) 即得到 (6. 11). 

( 6 . 11) 式说明，近似解瑢的精度（误差界）不仅依赖于剩余 r 
的“大小”，而且依赖于 A 的条件数.当 A 是病态时，即使有很小的 
剩余 r ， 也不能保证瑢是高精度的近似解. 


562迭代改善法 

设 也=1 其中 aciT " 为非奇异矩阵 ，且 为病态方程组 （但 
不过分病态 j . 当求得方程组的近似解 Xi ，下面研究改善方程组近 
似解 T 精度的方法. 

首先用选主元三角分解法实现分解计算 

PA u W ， 

其中尸为置换阵，1为单位下三角阵，[/为上三角阵，且求得计算 
解 Xi • 

现利用 X 的剩余向量来提高 I 的精度. 




计算剩余向量 
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r \ = b - Ax \ , (6 14) 

求解 A /= n ， 得到的解记为 A .然后改善 

X2 = x \ d \ . (6 15) 

显然，如果 （6. 14)，（6* 15) 及解 /! 的计算没有误差，则 
X 2 就是 Ax = 6的精确解.事实上， 

Axi = A ( x \ + di ) = Axi + Adi = Axi + n = b • 

但是，在实际计算中，由于有舍入误差，只是方程组的近似解， 
重复 (6. 14),(6. 15) 过程，就产生一近似解序列 fxj ， 有时可能得 
到比较好的近似. 

算法5 ( 迭代改善法）设 Ax = ，其中 A 〔 R” x "为非奇异矩 
阵，且 Ax = 6为病态方程组（但不过分病态），用选主元分解法实 
现 FAQ 及计算 解1 .本算法用迭代改善法提高近似解^精 
度.设计算机字长为用数组保存 A 元素，数组 C ( n , n ) 

保存三角矩阵 L 及 t /， 用 Ip (幻记录行交换信息，#⑴存贮力及 
Xk , r ( 保存 rk 或 dk • 

1 . 用选主元三角分解实行分解计算 
PAu It / 且求计算解 X !(用单精度） 

2. 对于 A ： = 1，2，…， A/o 

(1) 计算 n = b - An (用原始 A 及双精度计算 J 

Ly - Prk , 

(2) 求解 Lt /(^ = Pn ， 即 （用单精度计算） 

Udk - y . 

(3) 如果 || A || 一 || || <- < 10" ; 则输出 Am a ，停机 

(4) 改善 心 +1 = x k + d k (用单精度计算） 

3. 输出迭代改善方法迭代 A / o 次失败信息 

当 Ax = b 不是过分病态时，迭代改善法是比较好的改进近似 
解精度的一种方法，当非常病态时， fxd 可能不收敛. 
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迭代改善法的实现要依赖于机器及需要保留 A 的原始副本. 
例11用迭代改善法解 

1 .0303 0 .99030 xi 2 .4944 s M 

= (记为 Ax = b ) 

0 .99030 0 .95285 x 2 2 3988 

(这里 (3 =10, 5, 用 5 位浮点数运算）. 

解精确解/ = ( 1 .2240, 1 .2454/ (舍入到小数后第 4 

位）. 

容易计算 

condfAJoo = || A || oo \\ A' 1 || oo u 2 X 2000 - 4000 . 

首先实现分解计算 Lt /， 且求 xi . 

v 1 0 1 .0303 0 .99030 

A G = LU ， 

0 9118 1 0 0 .00099 

且得计算解 Xl =(l 2560,1 2121 ) T . 

应用迭代改善法需要用原始矩阵 a 且用双倍字长精度计算 
剩余向量 r = 6 - Ax ，其他计算用单精度.计算如下表. 


XI 

n 

d x 

x 2 


d 2 

1 2560 

5 .7X10" 7 

- 0 .03220 

1 2238 

1 .18X10' 6 

2 285X10 4 

1 2121 

3 .3715 X 10 5 

0 0335 02 

1 2456 

9X 10' 7 

- 2 365 X 10' 4 


X3 = (1 2240, 1 2454/ , 
n = f - 0 .682 X 1(T 5 , - 0 659 X 10 5 ) T , 
ds = (0 2717 X 10 4 , - 0 3515 X 10 4 / . 
如果 ^ 需要更多的数位，迭代可以继续. 

5.7 矩阵的正交三角化及应用 


本节介绍初等反射阵及平面旋转阵，矩阵正交约化，它们在矩 
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阵计算中起着重要作用. 

5.7.1 初等反射阵 

定义9 设向量 weR " 且1，称矩阵 

H(w) = I - 2ww t 

为初等反射阵（或称为豪斯霍尔德 （ Householder ) 变换） .如果记 

w = ( Wl , W 2 , ■■■ , Wn ) T , 贝 lj 

1 - 2 wi - 2 wi wi … - 2 wi Wn 

2 

- 2 wi w\ 1-2 W 2 … - 2 wi Wn 

H(w) = • 


- 2WnW\ - 2 Wn W2 ■ ■ _ 1 ~ 2 Wn 

定理 25 设有初等反 射阵丑 = J - 其中 w T w = l ， 则： 

( 1 ) 丑是对 称矩阵，即 if =H . 

(2) 丑是正 交矩阵，即 H l =H . 

(3) 设 A 为对称矩阵，那么 A = H l AH = 亦是对称 
矩阵. 


证明只证 H 的正交性，其他显然. 

H 1 H = It = (I - 2ww T )(1 - 2ww T ) 

=I - 4ww T 4 - 4w(w T w)w T = I . 
设向量 , 则显然 



T 

m _ 

2 

U 2 


是一个初等反射阵. 

下面考察初等反射阵的几何意义.考虑以 IV 为法向量且过原 
点0的超平面 W T X = 0 . 设任意向量 v€ R ' 贝 lj V= X + j ， 其中 x 
€ € S 1 •于是 

Hx = (I - 2ww t ) x = x - 2ww t x = x . 
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对于 j € V ，易知 J ，从而对任意向量 v € R 〃，总 有 

Hv = x - y = v y 

其中 v ' 为 v 关于平面 S 的镜面反射（见图 5-1). 

初等反射矩阵在计算上的意义 
是它能用来约化矩阵，例如设向量 X 
矣0，可选择一初等反射阵 丑使 Hx 
= CJei .为此给出下面定理. 

定理26设为两个不相等 
的 H 维向量， || X || 2 = || J || 2，则存 
在一个初等反射阵 H ， 使 Hx = y . 

证明令则得到一个初等反射阵 

^ - y 2 

H = I 2ww t = 1-2 (x ' ^ 2 (x - y ), 

x - y 2 

而且 




Hx = x - (x - y ) = y . 

容易说明， w 是使仗 r =： v 成立的唯一长度等于 1 的向量（不 
计符号）. 

定理 27( 约化定理）设 x = ⑶， x 2 ，…，;#0,则存在初等 
反射阵 丑使丑 x = - aei ，其中 
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H 


CT 


U 




I - p ) 1 m T ， 

sgnf xi ) || x 
x +Oei y 


2 


2 


I u I 


2 

2 = 


0(0 + xi ) 


证明记 y =- 阳，设 y ，取 CT = ± 
II J II 2 , 于是由定理 22 存在丑变换 


X 


2 


，则有 II x 


2 


H 


T 


I ■ 2娜， 


其中^ 


x + Oe 


x + (Je 


2 


，使 Hx = y = - Oe 


T •己 tl — X — ( Vt y th ， ■" ， Idn ) • J ^j~ 


H 


- 2 


uu 


T 


u 


2 

2 


UU 


T 


其中 M 


T 


Xi + CT, X 2 ， … ， X" ) 1 ， = ~ || W || 


2 

2 


显然 


2 


I u I 


2 = ~( (+ CJ) 2 + X 2 + '•' + xl ) 


= 0(0 X\ ) . 

如果(1和 ； d 异号，那么计算 Jd + CJ 时有效数字可能损失，我 
们取 o ■和 XI 有相同的符号，即取 

CT = sgnf x\) || x || 2 = sgnf xi ) 

在计算 cr 时，可能上溢或下溢，为了避免溢出，将 i 规范化 

d = || x || , x = ~~ (设3矣0), 

a 

则有贫使好 , ， = ctV ,其中 

ti = I - )' l uu r \ 
cf = O d y u = U d , = ^/ d , 

ti = H . 



2 


1/2 
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算法 6 ix X= (Xl , X2 , ■■■, Xn) T =^0 , 本算法计算 |/ ， (3’ 及 CT 使 

( / - 1 uu ，T )x= - Oei , u ^ 分量冲掉 x 的 分量 . 

(1) 计算 d d = max / x/ / 

l< i< n 

(2) Xi w = xJ d ( i = 1,2, mmm , n) 

n 

(3) 0^- sgn ( u\) w 

(4) u\ 4 - u\ + cr 
(5 ) p) —CT * M 

(6) CT— (i*CT 

关于从 4 的计算，设 A = (fli «2 ■■- a n ) € R mX H ，其中为 A 的 
第 / 列向量，则 

HA = (Ha\ Hai • " Ha n ), 

因此计算从 4 就是要计算 

Hat = f / - 1 mi )ai = ai - (^> 1 u a\)u (i = l ,2 , mmm , n) . 

于是计算只需计算两向量的数量积和两向量的加法.计 
算从 4 只需作 2nm 次乘法运算 . 

5.7.2 平面旋转矩阵 


设 x ， j€R 2 , 则变换 




co 石 


sin ㊀ xi 


- sirB co 泊 


或 


J 7 


X 2 


是平面上向量的一个旋转变换，其中 



co 泊 sin ㊀ 
- sir© co 而 


Px 


为正交矩阵 . 

R / 2 中变换 . • j ； = /> x ， 

其中 X = ( H …，， y= (y { y yz , yn) T ,M 
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尸三 P ( i ， j ， Q ) = 


w 



CO 妇 


sin ㊀ 


w 


- sir 6 


co 石 




W 


称为 R " 中平面 f X /，的旋转变换(或称为吉文斯 （ Givens ) 变换）， 

/^/^/，人 ㊀ ^八/⑺称为平面旋转矩阵. 

显然，尸（/，人0)具有性质： 

( 1 ) 尸与单位阵/只是在（/， i )，（ i ， j )，（ j ， i )， u ， j ) 位置元素 
不一样，其他相同. 

(2) 尸为正交矩阵（尸 1 = 


P T ) • 


(3) P( 左乘）只需计算第/行与第 j 行元素，即对 A 


(aij) 


mX n 


有 


an 


c s an 


(I 


1 ， 2 ，…， 


Oil 


■ S C dji 


其中 c = co^ y s = sin 0 • 


(4) 右乘）只需计算第 / 列与第 《/ 列元素 


On , CLij ) 




(CLii ， Clij ) 


c s 


(l 




1，2,…， m ) 


- s c 


利用平面旋转变换，可使向量 X 中的指定元素变为零. 
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定理 28( 约化 定理) 设尤=(力，…， X ，■，扃/，其中 

x if xj 不全为零，则可选择平面旋转阵 p (/， y ， ㊀ ），使 


Px 


(Xl 


X/ 


，0, 


■ ■ ■ 



其中 x ; = j 2， ㊀= arctanf xj/ xi ) • 

证明取 c = co ^= xj xi , 5 = sin 0 = xj / xi •由/ ^ i ， j ， Q ) x = 
x = ( x \ , xi ，…， 〆 ，…， x ; ，…， x'n ) T ， 利用矩阵乘法，显然有 

Xi 二 CXi + SXj , 

Xj = - SXi + CXj , 

Xk = Xk (k^ ij ). 

于是，由的取法得 

/ 2 2 / ^ 

x = X- + Xj y xj = 0 . 


5 7 3 矩阵的 QR 分解 

下面讨论用正交矩阵来约化矩阵，可得到下述结果. 

设 A € R mX " 且为非零矩阵，则存在初等反射阵从， ft ，…， 
E 使 

Hs HiH A = A ! s + l ) (上梯形 j • 


设有 

a 1 

ai 

… a n 


an 

Cti 

_ ■ ■ Ctn 

A = A ( } = 

參 ♦參 


=( a \ ai a,i ) (按列分块) 

籲## 


CLn 1 

dm 2 

" dmn 


(1 1 ) 

( U 第1步约化 .• 如果& = 0,取从=/，即这一步不需要约 
化，不妨设级矣0,于是可选取初等反射阵汉= J 使 
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于是 

HiA l) = (Hi ai 

- CTi 
0 


Hi a \ = - Oi e \ . 


Hi ai 

( 2 ) 

an 


dn 


) 


■ ■国 




Hi an ) 


dV 


d 


2 


■ CTi n 



0 



0 ci 


Bi 

Di 


其中 C 2 =(^ l } ，■■_，#)/ GO € R fm - ux ^- 2j . 

( 2 ) 第&步约化. • 设已完成对 A 上述第 1 步…第1步的约 
化，再进行第&步约化.即存在初等反射阵好 ，秘 ，…，从_,使 

H k I Hi Hx A = A (k) , 

其中 


- CTi 

d,V 

( 2 ) 

… aik -1 

dV 

… dV 


-CT2 

… 02k- 1 

f 3j 

ak 

(3) 

Clin 



w ... 

參 ## 


，二 


- CJa ： l 

d k --A) 

… dk-\ \ 




(k) 

Qkk 

(k) 

… Okn 




♦ # • 

(k) 

CL 献 

籲 # 參 

(k) 

■ " Cl)7i n 

R k 

rk Bk 

k - 1 



一 0 

Ck D k 

m - k + 1 y 




其中，忆为灸 -1 阶上三角阵， a € R m '" +1 , D k € R fm '" +uxfn_ " ; . 

不妨设否则这一步不需要约化（如果 A 列满秩，则 a 
^ 0 ) .于是，可选取初等反射阵钇=使 

tikCk = - Oue\ . 


令 
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1^- 1 k - 1 

H k = 」 

tik m - k+ 1 


第々步约化为 

HkA (k) = H k Hk x Hi Hi A = A +1 

Ik- 1 0 Rk Vk B k 

0 tik 0 Ck Dk 


Rk f* k B k 

0 tik Ck H k Dk 


其中左上角 /: 阶子矩阵为 /: 阶上三角阵，这就使 A 三 
角化过程前进了一步. 

令 s = minf m - I , n ) , 继续上述过程，最后有 

H " Hi HiA = A (s+l) = (上梯 形 ）. 

第 /： 步需要计算 ( U ， 乂，卜）及 ti k D k ， 第 /:步约化大约需要 
2 ■ ( m - k + 1 )(n - A :) 次乘法 运算. 

总结上述讨论给出下述结果. 

定理 29( 矩阵的正交约化）设 A € IT Xw 且 A 矣0, minf m 
-1，⑴，则存在初等反射阵汉，丛，…， E 使 

H HiHiA = 上梯 形）， 

且计算量约为 nm - 心3(当次乘法运算. 

定理 30( 矩阵的 QR 分解 j 

( I ) 设 A € R mX ”且 A 的秩为 n ( m > «)，则存在初等反射阵 

汉 ，拓， ， H 使 


Hn Hi Hx A = 


R 

0 


其中 R 为 n 阶非奇异上三角阵. 

(2) 设为非奇异矩阵，则 A 有分解 

A - QR ， 
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其中0为正交矩阵，为上三角矩阵.且当具有正对角元时，分 
解唯一. 

证明⑴由定理29 可得. 

( 2 ) 由设及定理29存在初等反 射阵邳 ，丛，…，从_“吏 


rn ri 2 
m 

Hn l - H2H1A = 


T\n 


… Yin 

三 R • 

w … 


Vnn 


记 g = Hn X Hi H ，则上式为 

0 T A - R , 

即 A - QR y 

其中 2 为正交矩阵，及为上三角阵. 

唯一性•设有 A =0 兄=0及，其中0,0为正交阵 ，允， 免 
为非奇异上三角阵，且允，免具有正对角元素，则 


A T A = i?i 0 i 0 Ri = 运 R ， 

A T A 二 R 】 这 Q Ri = 运 Ri . 

由假设及对称正定矩阵 A 的 Cholesky 分解的唯一性，则 
R = R2 •从而可得0 = ^ • 


下面考虑用平面旋转变换来约化矩阵. 

定理 31( 用吉文斯变换计算矩阵的 QR 分解）设”为 
非奇异矩阵，则 

( I ) 存在正交矩阵 P ! ，/^，…，八^使 

ni ri2 ■■- n n 


Til 

Pn 1 umm Pi P\ A = 


Tin 



( 2 ) A 有 QR 分解 


w 


Tnn 
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A - QR ， 

其中2为正交阵，及为非奇异上三角阵，且当及对角元素都为正 
时，分解是唯一的. 

证明 （ u 第1步约化 •• 由设有幻使沿矣0 •若_ 
矣 0( 2,…，⑴，则可选择吉文斯变换 P ( lJ )( j =2 r ", n ) i ^ 


P(\,n)--P(\,2)A = 


n 1 ri 2 

( 2 ) 

Ctn 


n n 

( 2 ) 

Ch n 


= a (2) 




m m m 


dm 



可简记为 PiA = A 2) ，其中 =P(l y n)--P(l y 2 ). 

(2) 第 /: 步约化 .• 设上述过程已完成第 1 步至第1步，于 


是有 


rn 


厂12 


T\k 


T\n 


Vn 


rik 


Yin 


w 


Pk 


RR A 


dk 


cL } 


A ( 


k ) 


(k) 

Qnk 


( k ) 

Chin 


由设有 k ) 使 • 矣0,若你 ^=0( j = k + l r mm , n ), M 

可选择吉文斯变换 P( k, j) ( j= 灸 + 1 ，…， 吏 


P k A 


(k) 


P( k, n) … P(k ， k+ 1 )A ( 


k ) 


PkP 


k- 


PiA = A 


k+ 1 ) 


其中 八三尸 d ") …尸（灸，灸 +1) • 


(3) 继续上述约化过程，最后则有 

Pn X PlR A = R (上三角阵）， 

其中八为正交阵（为一系列平面旋转阵的乘积）.记 d =凡 
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Pi ，则 A 有0/?分解 

A = QR, 

其中0为正交矩阵，为非奇异上三角阵. 

用 H 变换实现 A 的正交三角约化需要 fn 3 次乘法，《次开方 

运算，而用吉文斯变换约化计算约需要 f K 次乘法， f 次开方运 

算.这说明，对一般矩阵"用吉文斯变换实现 A 正交三角 
约化比用好变换实现 A 正交三角约化，计算量要大一倍.但是， 
如果 A 为三对角阵或上豪斯霍尔德阵，利用吉文斯变换实现 A 正 
交三角约化要简单、经济. 

574求解超定方程组 


设 Ac = 1其中 m > «时称为超定方程组，一般 
地，没有通常意义下的解. 

线性最小二乘 问题： 对超定方程组，寻求 x 6 R ” 使 

min || - Ax : || 2 - || b - Ax * || 2 . 

x^R n 

如果使上式成立的 x € IT 存在，称/为超定方程组最小二乘解 . 
记残差向量 r = b - Ax ,于是 

m n 

|| r || 2 = || - Ax || 2 - ^ % xj ， 

i^T jTJ 

即寻求 x =(x ： ，…， X : ) T e IT 使偏差 A 的平方和最小. 

设 A € R m x ” （ m > «) 且 A 具有线性无关的歹 ij ，可利用 A 的正交 
约化来求超定方程组的最小二乘解. 

由正交约化定理，可选择初等反射阵好 ，茲 ，…，凡使 

R n 

Hn Hi Hi A = ， 

q m - n 


且同时约化常数项 
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C n 

Hn Hi H'b = 

d m • n 

其中，为非奇异矩阵， cgr " • 

令 Hllh ，于是 


Qr = Q ) - QAx = 


c 

d 


R 

x = 

0 


c - Rx 

d 


因为 0 为正交矩阵，所以 

II rH = \\Qr\\l = \\c- Rx\\l + \\d\\l > \\d\\l 

(对任何 x € R 。. 
从而，当选取 / 为 /^ = c 的解时，则 

min || r || 2 = \\ b - Ax^ \\l = || r* || 2 , 

x eR n 

且达到极小的残差 向量： 

氺 

* c - Rx 0 

Qr = = 

d d 


* 0 
r = Hi H2 Hn 

d 

算法 7( 超定方程组）设 = …，且设 

rankf Aj = <列满秩），本算法利用正交三角约化从… ft 付 A = 

R ， 其中…为非奇异阵，求 X € IT 使 min || ^ - Ax || ^ = 

0 x € R 77 

II b - Ax II 2 .达到极小的残差向量冲掉 ft . 

( 1 ) 正交约化 
对于 k = 1,2, ■■■ , n 

1 ) A^HkA (即计算 A — 祕认） 

2) b^Hkb 

(2) a —h ( i = 1,2, ■■■, n ) 

(3) 求解三角形方程组，求最小二乘解 x 
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Rx = c 

(4) k^O (i= n) 

(5) 求达到极小的残差向量 

又寸 k= n, n - 1 , , 1 

b — H k b 

算法 7 是解线性最小二乘问题的一个非常稳定的方法. 

例12用正交约化方法求超定方程组 

2-1 1 

8 4 0 

XI 

2 1 =1 

X2 

7-1 8 

4 0 3 

的最小二乘解. 

解记丨办）三 （ 级你 ） ， A € R 5 x 2 , rankf A) = 2 . 

( I ) 正交约化 

( a ) 利用算法6,选择況 = I - ^ ' \ X u \ u\ T , 使 Hi ai = - CTi ^ , 

其中 

CT ； - 1 .463087, 

m = (l 713087, 1, 0 25, 0 .875, 0 5/, 

P ; = oi (0 25 ) = 2 506395, 

CTi - 11 .704696 . 

于是 

-11 704696 - 2 135895 - 6 151378 

3 336931 - 4 174556 

Hi (Alb) = 0 .8342327 - 0 043639 . 

- 1 580185 4 347264 

0 912722 


- 0 331535 
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( b ) 对于 o = ( 3. 336931, 0. 8342327, - 1. 580185, 

- 0. 331535 / 利用算法6,确定尨 = J - V 1 使= 

- 02 ^1 . 

02 = 1. 138689, 

w = (2 138689, 0 249999, - 0 4735444, - 0 09935326/ , 
^>2 = 2 435302, 

CJ 2 = 3 .799727 . 

于是 

- 11 .704696 - 2 .135895 - 6 .151378 


0 

K Hi (A I b) = 


- 3 .799727 5 563212 

1 .094643 

2 .191146 
0 .460352 


R c 

一 0 • 

( 2 ) 求解凡即 

- 11 704696 - 2 .135895 力 - 6 .151378 

0 - 3 799727 ^ 5 563212 

得到超定方程组的最小二乘解 

, 0 792721 

X ~ - I .46108 * 


评 注 

对于良态问题，高斯消去法也可能给出很坏的结果，即说明这 

个算法是不稳定的.在高斯消去法中引进选主元的技巧，就得到 
了解方程组的完全主元素消去法和列主元素消去法，选主元素技 




习 


题 
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巧的根本作用是为了对增长因子（即 r = max I ^ 1/ a ， 其中仿= 

l< k< n 

max I dj k) \ y a= max I aij I , A k> = ( cLj k> )) 进行控制，即对舍入误 

1 < i f j < n 1 < iy j ^ n 

差的增长加以控制.由此，完全选主素消去法及列主元消去法是 
数值稳定的算法.这两种方法都是计算机上解线性方程组的有效 
方法.但通常用列主元消去法即可. 

从代数上看，直接分解法和高斯消去法本质上一样，但如果我 

们采用“双精度累加”计算 f ，那么直接三角分解法的精度要 

比高斯消去法为高. 

对于对称正定方程组，采用不选主元素的平方根法（或改进的 
平方根法）求解适宜.理论分析指出，解对称正定方程组的平方根 
法是一个稳定的算法，在工程计算中使用比较广泛. 

追赶法是解三对角线方程组（对角元占优势）的有效方法，它 
具有计算量少，方法简单，算法稳定等优点. 

关于矩阵的条件数，病态方程组，算法的稳定性等都是计算数 
学中比较重要的概念，在这里我们只做了简单的介绍.本章的内 
容可进一步参考文献 /37，/77， A 37 . 

习 题 

1. 设4是对称 阵且仙 #0,经过高斯消去法一步后，4约化为 

a \ a \ 

0 A 2 

证明裊 是对称矩阵. 

2. 设4= ( a ,) n 是对称正定矩阵，经过高斯消去法一步后，4约化为 

ch 1 ctj 

0 A2 

其中 A = ( 通 )） 1 .证 明: 
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( 1 ) A 的对角元素 au >0( i = 1,2,…，…; 

(2) A 2 是对称正定 矩阵. 

3. 设厶为指标为的初等下三角阵（除第列对角元以下元素外，厶 
和单位阵/相同），即 

k 

1 

W 

1 

Lk = 

m k+ \, 


求证当时屬 (/也 是一个指标为/:的初等下三角阵，其中 A 为 
初等置换阵. 

4. 试推导矩阵4的 Crout 分解4=1^7的计算公式，其中 L 为下三角 
阵， f / 为单位上三角阵. 

5. 设 = 其中 f / 为三角矩阵. 

faj 就 f / 为上及下三角矩阵推导一般的求解公式，并写出算法. 

( b ) 计算解三角形方程组以=^的乘除法次数. 

( c ) 设 f / 为非奇异阵，试推导求 （ T 1 的计算公式. 

6. 证明. •（ aj 如果4是对称正定阵，则 / T 1 也是对称正定阵； 

( b ) 如果4是对称正定阵，则4可唯一地写成4= L 1 厶其中 L 是具有 
正对角元的下三角阵. 

7. 用高斯-若当方法求4的逆矩阵，其中 

2 1 - 3 - 1 

3 10 7 

A ~ - 1 2 4 - 2 ' 

10-1 5 



8. 用追赶法解三对角方程组其中 




2 - 1 0 0 0 1 
-1 2-1 0 0 0 
A = 0-1 2-1 0 f b = 0 . 

0 0-1 2-1 0 
0 0 0 - 1 2 0 

9 .用改进的平方根法解方程组 

2-11 4 

- 1 - 2 3 ^2=5. 

1 3 1 ^3 6 

10 .下述矩阵能否分解为 Lf / (其中 L 为单位下三角阵， t / 为上三角阵）? 
若能分解，那么分解是否唯一？ 

12 3 111 12 6 

A =2 A \ y B =22\ } C =2 5 15 . 

4 6 7 3 3 1 6 15 46 

11 •设 


A = 


0 6 
0.1 


0 5 
0 3 



计算 A 的行范数，列范数，2-范数及范数. 
12. 求证: ( a ) II x || oo < || x || 1 < ^ || x || 


(b) ~ — || A || f ^ II A || 2 ^ II A || f • 

n 


13 .设 尸 非奇异，又设 || x || 为 R n 上一向量范数，定义 

11x1“ ： \\Px\\ . 

试证明 || x || ,是 R " 上向量的一种范数. 

14. 设为对称正定阵，定义 


II X || A = ( Ar,X)2 ， 

试证明 II x | U 为 『上 向量的一种范数. 

15. 设 IUIU llAlh 为上任意两种矩阵算子范数，证明存在常数 
q ， c 2 >0,使对一切 Aeir Xw 满足 

a II A || 5 < || A |h < q || A || 5 . 
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16 .设4为非奇异矩阵，求证 


II A" || oo : 
17 .矩阵第一行乘以一数，成为 


. II Av II °o 

^O n || J II oo 


A 


2A 


证明当入= ± I 时， cond ( i 4 h 有最小值 


18 •设 


A 


100 99 

99 98 


计算 A 的条件数 v = 2， oo ) • 

19 .证 明： 如果 A 是正交阵，则 condf A ) 2 = I . 

20 .设皂且 || ■ || 为 R " Xw 上矩阵的算子范数，证明 .• 

cond ( AB ) < condf AJcondf B ). 

21 .设 Ax =6, 其中为非奇异阵，证明： 

( a ) 为对称正定矩阵， • 

( b ) cond ( A T A ) 2 = [ cond ( A ) 2 J 2 . 
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考虑线性方程组 

Ax = b , f 1 .1 j 

其中 A 为非奇异矩阵，当 A 为低阶稠密矩阵时，第5章所讨论的 
选主元消去法是解 （1. 1) 的有效方法.但是，对于由工程技术中产 
生的大型稀疏矩阵方程组 （ A 的阶数《很大，但零元素较多，例如 
求某些偏微分方程数值解所产生的线性方程组，《 > 10 4 ) ，利用迭 
代法求解 （1. 1) 是合适的.在计算机内存和运算两方面，迭代法通 
常都可利用 A 中有大量零元素的特点. 

本章将介绍迭代 法的一 些基本理论及雅可比迭代法，高斯 - 
塞德尔迭代法，超松弛迭代法，而超松弛迭代法应用很广泛. 

下面举简例，以便了解迭代法的思想. 

例1求解方程组 

8 xi - 3 ^2 + 2 X 3 = 20， 

4 xi + 11 尤2 - % = 33 , (12) 

6 xi + 3 x 2 + 12 x 3 =36. 

记为 Ax = 6，其中 

8-3 2 XI 20 

A = 4 11 - 1 , x = xi ， b = 33 . 

6 3 12 xs 36 

方程组的精确解是 x =(3,2，1 ) t •现将 （1. 2) 改写为 
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X2 


X3 



(3 X 2 


2 X3 + 20) , 


- 4xi + X3 +33) 



- 3 X 2 + 36 J • 


(1 3 ) 


或写为1 =技1+/，其中 




0 

3 

2 

20 

8 

8 

8 

^ ^ - n 

0 

1 / 二 
11 ， J 

33 

11 

_6 

12 

3 _ 

12 

0 

36 

12 


我们任取初始值，例如取= (0,0,0/ .将这些值代入 
(1. 3) 式右边（若 （1. 3) 式为等式即求得方程组的解，但一般不满 
足），得到新的值 x fU =( A 1 ) , A l } , A 1) f =(2 5,3, 3 ) T ,再将 x ⑴ 

分量代入 （1. 3) 式右边得到反复利用这个计算程序，得到一 
向量序列和一般的计算公式（迭代公式） 

xi 0 ) xi u xi k> 



x r 




(k) 

y y ^ 


A k) 





A k) 


A k+X) = ( 3 x ^ k) - 2 x ( 3 k) +20)/8， 

xi k+1> = (- 4 x [ k> + X3 k> + 33/11， 
X 3 k+l) = (- 6 x [ k) - 3 x ( 2 k) + 36)/ 12 • 

简写为 

+ f, 

其中 /: 表示迭代次数（/:=0，1，2, …）. 

迭代到第 10 次有 



n 旬 




6. 1 引言 
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x 


no ; 




(3 .000032, 1 999838, 0 9998813 厂 ,. 


£ 


( 10 ) 






0 .000187 f£ 


10； 


x (W) - X 


从此例看出，由迭代法产生的向量序列逐步逼近方程组 
的精确解 X . 

对于任何一个方程组 X = + /(由 Ax = 6变形得到的等价 
方程组），由迭代法产生的向量序列是否一定逐步逼近方程组 
的解 X 呢？回答是不一定.请读者考虑用迭代法解下述方程组 

xi =2x2+5 ， 


X 2 


3 xi 


对于给定方程组设有唯一解 X ，则 


X 


Bx 


/• 


(I 5) 


又设为任取的初始向量，按下述公式构造向量序列 


X 


I ) 


(k) 


Bx + f，k = 0,1,2 


n ~ 


其中々表迭代次数 


定义1 ( u 对于给定的方程组 x = bx +/， 用公式 n . 6) 逐步 
代入求近似解的方法称为迭代法（或称为一阶定常迭代法，这里 b 
与 k 无 关 ）. 

(2) 如果 limx u ) 存在（记为 x )，称此迭代法收敛，显然 x 就 

众一 ► oo 

是方程组的解，否则称此迭代法发散. 

由上述讨论，需要研究的收敛性.引进误差向量 


由 a 6) 减去 n . 5) 式，得?； 


£(叫= _ x ， 

" + U 二伎…（/:=0，1，2, …）， 递推得 


£ 


(k) 


R 


(k- l) 




( 0 ) 


要考察的收敛性.就要研究 B 在什么条件下有 lime 


(k) 


0,亦即要研究 B 满足什么条件时有 #—0( 零矩阵 


) • 
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62基本迭代法 


设有 

Ax = b , (2 1) 

其中 ， A = ( 免）€ R nXn 为非奇异矩阵.下面研究如何建立解 Ax=b 
的各种迭代法. 

将 A 分裂为 


A = M - N ， (2 2) 

其中，似为可选择的非奇异矩阵，且使1= d 容易求解，一般选 
择为 a 的某种近似，称似为分裂矩阵. 

于是，求解 Ax = 6转化为求解 Mr = Nx + b ， 即求解 

Ax = b 求解 x = M 1 飯 + M 1 办. 


可构造一阶定常迭代法 

x 0j (初始向量）， 

x u+u = Bx (k) ^ f (k = 0,1, ■■■,), 


(2 3) 


其中 AT 1 iV = AT 1 (Af - A ) = J - AT 1 A , f = M ' l b .^ B = I - 
M 1 A 为迭代法的迭代矩阵，选取 M 阵，就得到解办的各种 


迭代法. 


设 a / 矣0 ( / = 1，2，…，…，并将 A 写为三部分 


0 


a 


ct 


0 


A 


an 


w 


W 


a n - 


- a 


0 


ai 


Qn\ 


Ctn2 


- an 


0 
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0 - ai … 

" Ct y n - \ 

■ GX n 


0 … 

- Ct y n - 1 

- Ct2n 


- W 

-D - L - U . 

6.2.1 雅可比迭代法 

0 

" Chi - \ y n 

0 

(2 . 4 ) 


由认7矣0( / = 1，…，…，选取 M 为 A 的对角元素部分，即选取 
对角阵 ）， A = /) - %由 （2. 3) 式得到解 Ax = b 的雅可比 
( Jacobi ) 迭代法 

^ 0, (初始向量） 

广 1 ) = Bx k ) + j ( k = o , l , ■■■), (2 5 ) 

其中 J - D 1 A = D 1 ( L + U )= J , / =/T 1 △•称 J 为解 = ^ 
的雅可比迭代法的迭代阵. 

下面给出雅可比迭代法 (2. 5 ) 的分量计算公式，记 

X k) = (x[ k> , ■■■ , Xi k> , ■■■, Xn k> ) T , 

由雅可比迭代公式 (2. 5) 有 

Dx (k+l) = ( L + U ) jd k) + b , 


或 


an x i 


k+\ 


y 

j= i 


aij 


x ( j 


Z 

=/+1 


aij x ( j k> + b (i 




1,2, ■ ■■, n ) 


于是，解 6 的雅可比迭代法的计算公式为 


x ! 


w__，w 广 


X ( i k+ 1 j 


(h - 


y 

j = i 




(k) 

au Xj 


ai 


(2 6 ) 


1,2, mmm y n ) ( k = 0，1，…表示迭代 次数) 
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由 （ 2. 6) 式可知，雅可比迭代法计算公式简单，每迭代一次只 
需计算一次矩阵和向量的乘法且计算过程中原始矩阵 a 始终 
不变 . 


6.2.2 高斯-塞德尔迭代法 


选取分裂矩阵 M 为 A 的下三角部分，即选取 M=D- L (下三 

角阵），^4 = M - iV， 于是由 （2 3 ) 式得到解=办的高斯•'塞德尔 
( Gauss-Seidel) 迭代法 

x fo ) (初始向量） 

x" +u - Bx k) + / ( k = 0,1, ■■■>», (2 1) 


其中 J - 1 A = (Z )- 幻 1 f / 三 G, / = (Z) - 1 △•称 

G= (D- Z^r 1 ^/ 为解 Ax = 6 的高斯 - 塞德尔迭代法的迭代阵 . 

下面给出高斯 - 塞德尔迭代法的分量计算公式.记 

X k> = (x[ k> ， … ， x\ k> ， … ， xi k> ) T . 

由 （ 2. 7) 式有 


或 


(D - L)x (k+l) = Ux (k) + b, 


Dx 




+ Ux ( k ) + b ， 


日门 (k^\) j (k+\) T— ( k) , . 1 0 v 

E|J auxi = b ■ 2_ aj Xj - / au xj (i = l y 2 y mmm y n). 

于是解 Ax=b 的高斯-塞德尔迭代法计算公式为 

二 ( X [ 0> ,-,£ 0> ) T (初始向量）， 

/-I n I 

(\ ) 7 V— (k+\ ) V— ( k) / / /-) o \ 

Xi = ^ / ciu Xj ■ 〉 aij xj I an (2 . 5 ； 



或 




6. 2 基本迭代法 
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(2 9) 


( i = 1 , … y n ; k = 0 y l y mam ) • 

雅可比迭代法不使用变量的最新信息计算，而由高 
斯-塞德尔迭代公式 （2. 8) 可知，计算 x a+1) 的第/个分量# +1) 
时，利用了已经计算出的最新分量 x(/ +1> (j=l ， 2, …， i - 1) .高 
斯-塞德尔迭代法可看作雅可比迭代法的一种改进.由 （2. 8) 可 
知，高斯-塞德尔迭代法每迭 代一次 只需计算一次矩阵与向量的 
乘法. 

算法 1( 高斯-塞德尔迭代法）设 Ax = 6,其中 AC R ” x " 为非 
奇异矩 阵且心 矣0 = 1，…，《)，本算法用高斯-塞德尔迭代法解 

= k 数组开始存放，后存放 A / o 为最大迭代 
次数. 


1. X ，.—0 J 0( i = 1 , Mmm , n ) 
2 .对于 k = 1 ,2, No 
对于 i = 1 , 2 , , n 



迭代一次，这个算法需要的运算次数至多与矩阵 A 的非零元 
素的个数一样多. 

例2用高斯-塞德尔迭代法解线性方程组 （ 1. 2). 

高斯-塞德尔迭代公式.•取= (0,0,0/ . 

xi k+1> ^ (20 + A k) - 2A k) )/ 8 , 

xi k+l> = (33 - 4x! k+1> + X3 k> )/11， 
xi k+1> = (36 - 6 A k+l) - ?> A k+l) )/ 12 . 
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(k = 

计算 =(3 .000002, 1 9999987, 0 9999932 〆 ，且 

|| / - x ⑺ IU < 2 02 X 10. 6 . 

由此例可知，用高斯-塞德尔迭代法，雅可比迭代法解线性方 
程组 （1. 2)( 且取 =0) 均收敛，而高斯-塞德尔迭代法比雅可比 
迭代法收敛较快（即取° ; 相同，达到同样精度所需迭代次数较 
少），但这结论只当 A 满足一定条件时才是对的. 

6. 2.3 解大型稀疏线性方程组的逐次超松弛迭代法 


选取分裂矩阵 M 为带参数的下三角阵 


M 


00 


(D - GL ), 


其中0>0为可选择的松弛因子. 

于是，由 （2. 3) 可构造一个迭代法，其迭代矩阵为 

Zio = / - GDf D - CxjL ) 1 A 

= (D - G 2 J 1 “1 - Cd)D + CW ). 

从而得到解 Ax =办的逐次超松弛迭代法 （Successive Over 
Relaxation Method , 简称 SOR 方法）. 

解办的 SOR 方法为 

x 0 ) (初始向量） 


x k+l) = L , x (k} + / (k = 0,1,"」， 


(2 10 ) 


其中 = 厂 Vn -COjD+COt/j, f = Cd ( D - GL )' 1 b . 


下面给出解 Ar = 办的 SOR 迭代法的分量计算公式.记 


X 




由 （ 2. 10) 式可得 

(D - CdL ) x (k+l) = ((I - C 0)/) + CW ) x (k) + G 0&, 


或 
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Dx (k+l) = Dx (k) + G)(b + Lx (k+l) + Ux (k) - Dx (k) ). 


由此，得到解 Ax =b^i SOR 方法的计算公式 

(0) / (0) (0) ,T 

X =( XI y mmm y Xn ) ， 

i - 1 n I 

(l) ( k) ■广、 7 T — ( k+\) \ — ( k) 

Xi = xi + GD ft - \ au xj - y aij Xj / an 


或 


(i = 1 ，2,…， n ; k = 0 ， 1) ， 

CO 为松弛因子. 

(2 11 ) 


W = ( ，， ■■_ ， w ， 

(k^\) ( k) a 

X = X / + A 

i-l n j 

Ax/ = Cd b - au x ( j k+l) - y~ aij x ( j k) a 

• 1 • • w 

I = 1 1=1 


(2 12 ) 


( i 二 1 ， 2 ,…， n ; k = 0 ， 1 ， … ） ， 

CO 为松弛因子. 

( 1 ) 显然，当 C 0=1 时， SOR 方法即为高斯-塞德尔迭代法. 

( 2 ) SOR 方法每迭代一次主要运算量是计算一次矩阵与向 
量的乘法. 

( 3 ) 当 co > l 时，称为超松弛法 ，•当《<1 时，称为低松弛法. 

( 4 ) 在计算机实现时可用 

max / A X/ / 二 max / xi k+u - x/ k> I < £ 

I < i< n l < i< n 

控制迭代终止，或用 II r a) |U = || b - A ^ k) || o. <£ 控制迭代 
终止. 

SOR 迭代法是高斯-塞德尔迭代法的一种修正，可由下述思 
想得到. 

设已知，"及已计算， +1) 的分量 i / + u ( j = l ，2,1). 
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( 1 ) 首先用高斯-塞德尔迭代法定义辅助量頊 f U ， 

/ - 1 n j 

Ifl - k+l> = h - ai J k+1 ^ " [ a 〗 x ( j k} an • (2 13) 

j^TTi 

(2) 再由；与現加权平均定义； c / +u ， 即 

xf” 二 (1 - ^) X \ k> +c^ 々 +ij 二 ； cf + ^m M) - x〜 k )). 

(2 M ) 

将 (2. 13) 代入 (2. 14) 得到解丄的 SOR 迭代 (2 11) 式. 

例3用 SOR 方法解方程组 

-4 1 1 1 XI 1 

1-4 1 1 X 2 1 

1 1-4 1 X 3 ~ 1 y 

1 1 1 - 4 ^4 1 

它的精确解为 X - 1， - 1， - 1， - 1/ • 

解取^^=0,迭代公式为 

y / +1) - - COfl + 4 x (^ - xi k, - xi k, - jd k> )/ 4; 

# +u 二；^ - COfl - xr ” +4 i 々）-- 义 )/ 4; 

xi k+1> 二 xi k) - COfl - jet 1 ) - i fc+u +4 i fc ) - xi k> )/4; 

二， - C 0(1 - # +1 ) - i 叫- + 4乂))/4 • 

取 co=l 3,第11次迭代结果为 

x (llj =( - 0 99999646， - 1 .00000310, - 0 99999953, 

- 0 .99999912 / , 

||£ niJ || 2 < 0 .46 X 10 5 . 

对 CO 取其他值，迭代次数如下表.从此例看到，松弛因子选择得 
好，会使 SOR 迭代法的收敛大大加速.本例中 co=l 3是最佳松 

弛因子. 
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表 6 -1 


松弛因子 

GO 

满足误差 

^ k) - X* 2 < 10' 5 

的迭代次数 

松弛因子 

GO 

满足误差 

^ k) X II 2 <10_ 5 

的迭代次数 

mtm 

22 

15 

17 

1 .1 

17 

16 

23 

12 

12 

1 .7 

33 

13 

11( 最少迭代次数） 

18 

53 

1 .4 

14 

19 

109 


63迭代法的收敛性 

631 一阶定常迭代法的基本定理 
设 

Ax = b , f 3 .1) 

其中 A € R ” x "为非奇异矩阵，记/为 （3. 1 ) 精确解，且设有等价的 
方程组 

Ax = b x = Bx + f • 

于是 

x = Bx + / . (32) 

设有解 Ax = b 的一阶定常迭代法 

jd k+1> 二 Bx ⑺ + f • (3 3) 

有意义的问 题是： 迭代矩阵 B 满足什么条件时，由迭代法产 
生的向量序列收敛到/ . 

引进误差向量 

£“） 二 / - x * (k 二 0，1，2,…）. 

由 (3. 3) 式减 (3. 2) 式得到误差向量的递推公式 
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E (k) = Stz w (k = 0,1,• 

由 6 1 节可知，研究迭代法 （3. 3) 收敛性问题就是要研究迭代矩阵 
B 满足什么条件时 ，有# 零矩阵 . 

定义 2 设有矩阵序列 A = = ( 砌） eR nX \ 

如果 n 2 个数列极限存在且有 

lim dj k) = aij ( i，j = 1 ， 2 ，…，， 

kr^ oo 

贝 lj 称收敛于 A ， 记为 limA = A . 

k-^ oo 

例 4 设有矩阵序列 


A = 


入 1 

0 A 



入 2 2A 

0 入 2 



)\ k ]^ kl 
0 入灸 



且设 I 入丨<1，考查其极限 . 


解显然，当 I 入 I <1时，则有 lim 丄 Elimf = • 

k-^oo k — ① 0 0 

矩阵序列极限概念可以用矩阵算子范数来描述. 

定理1 lim 丄 = A lim || A - A || =0,其中 || ■ || 为矩阵的 

众一 ► OO A：-> oo 

任意一种算子范数. 

证明显然有 

limA ^ = A lim \\ Ak - A \\ ^ = 0 . 

k-^ oo h oo 

再利用矩阵范数的等价性，可证定理对其他算子范数亦对. 

定理2 limA . = A 是对任何向量 R " 都有 lim Ax = Ar . 

k — ① k— oo 

证明作为练习. 

定理 3 19： B = ( bij ) eR nX \ 则 lim # =0( 零矩阵）的充分必 

kr^ oo 

要条件是矩阵 b 的谱半径 p (^ i<i . 

证明由矩阵 B 的若当标准型，存在非奇异矩阵尸使 
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其中若当块 


/i 


P l BP = 


h 


w 



J 



w 

W 1 




& Hi = n , 显然有 

iTJ 

B = PJP ' ， 
B k = PJP 1 


其中 



Jr 

于是 lim 犮 =0 lim / = 0 lim/f = 0 ( / = 1 ， 2, …， r ) • 

k—°° k—°° k-^ 00 

下面考查 / 的情况.引进记号 


0 I t - k 

E t , k = € R x (t = m ). 

0 0 

显然有，芯， 0 = /， 丑^=0(当 k > t ), ( E t ，i ) k = E t ，k 
Kil + E t ,x , 因此 


k 

Ji = (Kil + Ea ) k = j (Et,i y 


•由于 // = 
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入 f 1 C 2 Af- 2 … cr 入卜 “) 

A k y^-1 \ k- 1 - 2\ k- ( t- 2 ) 

i C/A / … Ck A i 


w w 

w 


cUf - 

入 f 


tx t 


其中 



1 ， 2, …，厂）， 


CJk = 



k ( k - 1 、… （k ■ / + 1 ) 


利用极限 limf〆 = OfO < c < l f r > 0 ) ，得到 

众一 ►oo 

limCA ^ =0 / 入 / < 1 • 

k-^ oo 

所以 lim ，=0 的充要条件是 I 入 /I <1(/=1，2,…， r )， 即 p ( fi ) <1 • 

众一 ►oo 

定理 4( 迭代法基本定理）设有方程组 

x 二汾 + /， (3 .4) 

及一阶定常迭代法 

jd k+1> 二 Bx ⑷ + f • (3 5) 

对任意选取初始向量 y ° j ，迭代法 （3. 5) 收敛的充要条件是矩阵 B 
的谱半径 P ( B ) < 1 . 

证明充分性.设 P (5) <1，易知 ▲*: = /( 其中 J - 的有唯 
一解 ，记为 x ,则 

氺 氺 

x = Bx + /, 

误差向量 


£( 幻 =^) - / = 3 ^ (0) , £ f0j - - X . 

由设 p ( B ) < 1，应用定理3,有 lim # =0 . 于是对任意有 limd 

k— ① k-> oo 
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= 0，即 limx (〜 = x • 

众一^00 

必要性.设对任意 x —有 

limx ( k) = x , 

其中 x a+u = Bx ( k> +/ . 显然，极限 x 是方程组 (3. 4) 的解，且对任 

意有 

= X (k) - X = Etz i0) -►o (k— 叫 . 

由定理 2 知 

lim 政二 0， 

k—oo 

再由定理3,即得< 1 . 

定理4是一阶定常迭代法的基本理论. 

推论设其中 A = /)- L - t / 为非奇异矩阵且 Z ) 非奇 
异，则 

(1) 解方程组的雅可比迭代法收敛的充要条件是 p ( j ) <1，其 
中 J = D ] ( L + U ). 

(2) 解方程组的高斯-塞德尔迭代法收敛的充要条件是 
<1，其中 G = ( D - L)' l U . 

(3) 解方程组的 SOR 方法收敛的充要条件是 p ( Lo ) <1，其中 
L , = ( D - C ^ L )' 1 ((1 - C^)D + CX /). 

例5考察用雅可比方法解方程组 （1. 2) 的收敛性.迭代矩阵 
/的特征方程为 

detfA / -力 = 入 3 + 0 .034090909 入 + 0 .039772727 - 0, 

解得 入！ = - 0 3082, 

入 2 = 0 .1541 + iO 3245, 

入 3 = 0 .1541 - iO 3245, 

/入 2 / = / 入 3 1 = 0 3592 < 1，/ 入！ / < 1， 

即 P (/)<1 .所以用雅可比迭代法解方程组 （1. 2) 是收敛的. 
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例6考察用迭代法解方程组 

f 二 Bx k> + / 

的收敛性，其中 B = ° 2 y f = 5 . 

3 0 5 


解特征方程为 det ( A / - 5) =入 2 - 6 = 0，特征根入 1,2 = ± 6， 

即 P (^)>1 .这说明用迭代法解此方程组不收敛. 

迭代法的基本定理在理论上是重要的，由于 II 5|| 
面利用矩阵 B 的范数建立判别迭代法收敛的充分条件. 

定理 5 ( 迭代法收敛的充分条件）设有方程组 

x = Bx + f，B e R" x n , 

及一阶定常迭代法 

广 ） 二 Bx (k> + f • 

如果有 B 的某种算子范数 II B II =^<1，则 

( 1 ) 迭代法收敛，即对任取有 

limx k> - x 且 x - Bx +/. 

(2) || x* || <q k || x* || • 



证明 (1) 由基本定理 4 结论 （1) 是显然的. 

(2) 显然有关系式 / - x a + ” = B(x - x (k, )R 

x ( k+ 1 J - 二 B ( x <k> - ). 

丁 曰 -J— / \ II f U (^ II (k) ( k - \ ) 

十疋有 (d) II x - X < II x - X ; 

(b) || jc - jc u+ n || < q\\ x - x k> || . 

反复利用 （ b ) 即得 • 

(3) 考查 
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〆 q ( k) ( k-l) 

^ x - x 

i - q 

(4 ) 反复利用 （ a )， 则得到 (4) • 


6.3.2 关于解某些特殊方程组迭代法的收敛性 


在科学及工程计算中，要求解方程组丄其矩阵 A 常常具 
有某些特性.例如， a 具有对角占优性质或 a 为不可约阵，或 a 是 
对称正定阵等，下面讨论用基本迭代法解这些方程组的收敛性. 
定义 3( 对角占优阵 j 设 你知 xn . 

( 1 ) 如果 A 的元素满足 

n 

I an I > 二 / a,j I ( i = 1 ， 2 ， … ， n) • 

j 丰 i 

称 A 为严格对角占优阵. 

(2) 如果 A 元素满足 

n 

I an I > [ / a" / ( i = 1 ， 2 ， … ， n) • 

j 丰 i 

且上式至少有一个不等式严格成立，称 A 为弱对角占优阵. 

定义 4( 可约与不可约 矩阵） 设 A =( 你知，如果存 
在置换阵尸使 

An Ai 2 

P " AP = ， (3 6 ) 

0 Al2 

其中义^为 r 阶方阵，为 r 阶方阵 （ l < r < …，则称 A 为可约 




■ 250 - 


第 6 章解线性方程组的迭代法 


矩阵，否则，如果不存在这样置换阵 P 使 （3. 6) 式成立，则称 A 为 
不可约矩阵. 

A 为可约矩阵意即 A 可经过若干行列重排化为 （3. 6) 或 Ar = 

办可化为两个低阶方程组求解（如果 A 经过两行交换的同时进行 

相应两列的交换，称对 a 进行一次行列重排）. 

事实上，由丄可化为 

P T AP ( P ^ x ) = P " b ， 

且记 y = P T x = ^ , Pb = ，其中 Ji , 忒为厂维向量•于 

yi di 

是，求解儿 c =6 化为求解 

An y \ + An J2 = di ， 

Aii yi = di . 

由上式第 2 个方程组求出 y ，再代入第1个方程组求出 y . 

显然，如果 A 所有元素都非零，则 A 为不可约阵. 

例7设有矩阵 


b 



A = 


a 

h a 

W W 


w 



4 




0 


， B = 


l?n 



0 


4 0-1 

0 4-1 



4 


( a ， h ， a 都不为零) 

则木 B 都是不可约矩阵. 

定理 6( 对角占优定理 j 如果 ( 你知为严格对角占优矩 
阵或 a 为不可约弱对角占优矩阵，则 a 为非奇异矩阵. 

证明只就 a 为严格对角占优阵证明此定理.采用反证法， 
如果 detf A) = 0,则 i 4 x = 0 有非零解，记为 X = ( xi ，…， ) T ，则 
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由齐次方程组第个方程 


则有 


Y" Okj Xj 


0 


\ QkkXk \ 





Clkj Xj 


< 



akj I I xj I < I Xk I 



Clkj 


即 


akk I < 



Clkj 


与假设矛盾，故 detfAj^O . 

定理 7 设 = 如果： 

( 1 ) A 为严格对角占优阵，则解儿 C = 6 的雅可比迭代法，高 
斯-塞德尔迭代法均收敛. 

( 2 ) A 为弱对角占优阵，且 A 为不可约矩阵，则解 = 6 的雅 
可比迭代法，高斯-塞德尔迭代法均收敛. 

证明只证 （1) 中高斯-塞德尔迭代法收敛，其他同理可证. 

由设可知 ，瓜 ^ 0 ( i = 1， " ■，吻 ，解儿 c =办的高斯-塞德尔迭代 
法的迭代矩阵为(5= ( D - L)- l U ( A = D - L - U ). 下面考查 G 的 
特征值情况. 

detfA / - G ) = detfA / - (D - L )' 1 U ) 

= dct((D - L ) — 1 ) ■ det ( A(D - L ) - U ) • 

由于 detffD - L)' x )^ 0 y 于是 G 特征值即为 detfAf /) - L ) - U ) 


0 之根.记 


入 an 


a 


an 


C 三 \(D - L ) - U 


入 “21 



22 


Ct n 




入咖 )\Cln2 … )\ann 

下面来证明，当 I 入丨 > 1 时，则 det ( X ) 矣0,即 G 的特征值均满足 I 入 I 
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<1，由基本定理，则有高斯-塞德尔迭代法收敛. 

事实上，当 |A|>1 时，由 A 为严格对角占优阵，则有 

/-I n 

I cu I =丨 hau / > / 入 / V" / aj I + V" / aij I 


^ 〉 / 入 a " / + / aj I = / cu I 

j^T j^TTi jTT 

产 i 

(i = 1 , 2 , … ，幻. 

这说明，当 I 入 I > 1 时，矩阵 c 为严格对角占优阵，再由对角占优定 
理有 detfCj^O . 

下面研究对于解方程组 = 6的 SOR 方法中松弛因子 0 D 在 
什么范围内取值， SOR 方法才可能收敛. 

定理 8( SOR 方法收敛的必要条件）设解方程组 = 办的 
SOR 迭代法收敛，则 0< CO <2 . 

证明由设 S 0 R 迭代法收敛，则由定理4的推论中的 （ 3 ) 有 
P ( L ^) <1，设匕的特征值为入 i ，入2,…，入"，则 

/ detfL^j / = / 入 i 入 2 …) \ n I < [ p ( L,)] n y 

或 / dot ( L .) l Un < p ( L .) < 1 . 

另一方面 

detf L ^) = det / (D - (^ L ) 1 ydetf (1 - Cd ) D ( W ) 

二 n - «r ， 

从而 / detf ) / 1，? —/ 1 - GD /< 1, 

即 0 < GO < 2 • 

定理 8 说明解办的 SOR 迭代法，只有在 （0,2) 范围内取 
松弛因子 C 0, 才可能收敛. 

定理9 设 = l 如果. • 

( 1 ) A 为对称正定矩阵， f /; 

(2) 0 <G0< 2 . 
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则解6的 SOR 迭代法收敛. 

证明在上述假定下，若能证明 I 入丨< 1，那么定理得证（其中 
入为的任一特征值）. 

事实上，设 J 为对应入的 L 的特征向量，即 

i^y = \v ， y = (^ 0, 

(D - COL/ 1 f fl - GO)/) + CW)y = Ky , 

亦即 

((I - GOjD + C0t/)j = 入 （/) - GL)y . 

为了找出 A 的表达式，考虑数量积 

(7(1 - ^)D + (W)y f y) - K((D - ^L)y f y), 

则 

x (Dy. v) - Cd(Dv .y) + Cd(Uy . v) 

~ (Dy,y) - Ly,y) ’ 

显然 


( Dy^y) = y ^ I yi i 2 =o > o y 

iTJ 

记 


- (Ly,y) = a + 鈐， 

由于 A = A t ，所以 t / = L t ，故 

- (Uy,y) = - (y, Ly) = - (Ly,y) = Q - 於， 
0 < (Ay,y) = ((D - L - U)y,y) = CT + 2CI, 

所以 


入 


<tr - cog - aco ) + icoB 

(O + OOd ) + iGOp ) 


从而 


/ 入 / 


2 





- cxo ) 2 + 2 


(O +QG0J 2 + CJ^ 2 


当 0< CO <2 时，利用 （3. l ) f (3. 8)， 有 


f 3 J ) 


(3 .8) 
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(CT - COCT - CXO) 2 - (CT + OCO) 2 = GXTfCT + 2CTj (00 - 2) <0 ， 

即 Lo 的任一特征值满足 1 入 1 < 1 ，故 S0R 方法收敛（注意当 0<CO 
<2 时，可以证明 (CT+2CO) 2 +dP) 2 关 0) • 

定理 10 设如果 . • 

(1) A 为严格对角占优矩阵（或 A 为弱对角占优不可约 
矩阵 ）， • 

(2) 0 <C0< 1 . 

则解 6 的 S0R 迭代法收敛 . 

下面讨论迭代法的收敛速度 . 

由定理 3 证明中可知，如果 < 1 且越小时，迭代法 
收敛越快.现设有方程组 

x = Bx + f y B ^ R nXn 

及一 阶定常迭代法 

广 ） = Bx(k) +， ( k = 01 ，…八 (3 9) 

且设迭代法收敛，记 limx u) ， 则 x =Bx +f . 

众一 ► oo 

由基本定理有 0<P(^)<1 ， 且误差向量 - X 满足 

Z (k) = B't {0) , 

故 II … || < || ^ r in 

现设 5 为对称矩阵，则有 

||£U || 5 ||1 ||£^ || 2 

-[9(B) f ||£ f0) || 2 . 

下面确定欲使初始误差缩小 1(T' S 所需的迭代次数，即欲使 

[p(B) ] k < 10 ' 

取对数，得到所需最少迭代次数为 


k > 


dnlO 


- hp(B) * 


(3 10) 


这说明，所需迭代次数与/?= - lrPM ) 成反比，当1越小， 




6.3 迭代法的收敛性 


• 255 - 


R = - lrp (^) 越大，则 （3. 10) 式满足所需迭代次数越少，即迭代法 

收敛越快.当迭代矩阵 B 为一般矩阵时的讨论可参考 

定义5 称吖的= - lnp (^) 为迭代法 （3. 9) 的渐近收敛速 
度，简称迭代法收敛速度. 

对于 SOR 迭代法希望选择松弛因子 CO 使迭代过程 （2 10) 收 
敛较快，在理论上即确定 OV 使 

对某些特殊类型的矩阵，建立了 SOR 方法最佳松弛因子理 
论.例如，对所谓具有“性质 A ” 等条件的线性方程组建立了最佳 
松弛因子公式 


1 + 1 - ( P ( J )) 2 

其中 P ( 为解 Ax = 6的雅可比迭代法的迭代矩阵的谱半径. 

在实际应用中，对于某些楠圆型微分方程（模型问题）可以给 
出 OV 的计算方法，但一般来说，计算 Gi Pt 是有困难的，可用试算的 
办法来确定一个适当的 CO . 

算法 2 (SOR 迭代法）设 I 其中 A 为对称正定矩阵或 
为严格对角占优阵或为弱对角占优不可约矩阵等，本算法用 SOR 
迭代法求解儿办，数组存放及夕“ ， 用并 max I Ax I < 

1 < n 

控制迭代终止，用 M 表示最大迭代次数. 

1 . k—Q 


2. X/—0 D (i= I ,2 , amm , n) 

3 . k + \ 

4 • po —0 .0 

5 .对于 i = 1，2 ，…， n 

i- 1 

(1) p AXi =CO* bi - au xj 
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(2) 如果 则 p )^- \ p \ 

(3 ) Xixi p 

6 •输出 

7 .如果则输出 k ， Q ， x ， 停机 

8. 如果 /:< TV 。 则转 3 

9. 输出 M 及有关信息 

，注 7可用 II ， |U < 来控制迭代终止，其中， 

=b- Ax (k) . 


64分块迭代法 


上述迭代法，从计算时，是逐个计算 x a+u 的分量 
x ( i k+i> ( i = 1，2,…， 《) ，这种迭代法又称为点迭代法，下面介绍分块 

迭代法，就是一块或一组未知数同时被改进. 

设如=1其中为大型稀疏矩阵且将 A 分块为三部 
分犬=/)- t /， 其中 


All Al2 

A 2 1 A 22 

A = 


Al q Al 1 

A.2 q 

, D = 


A22 


w 


Aq\ 

0 

- An 

L = 


" Aq\ 


j\.q2 



0 


0 


w 


Aq2 


， u = 


- Al 2 

0 


- A 

- Ai 


q 

q 


W •• 

0 


q 

旦 A ( / = 1 ， 2 ，…，为 Hi X Hi 非奇异矩阵 ， Hi 

iTT 


同样分块 


^ . 对 X 及办 
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其中， x / €R , h € R n . 

( 1 ) 块雅可比迭代法 （ BJ ) 

选取分裂阵 M 为 A 的对角块部分，即选 

M = 块对角阵）， 

A = M - N • 


于是，得到块雅可比迭代法 

^ +u - Bx (k) + /, (4 1 ) 

其中迭代矩阵 /- D l A = D l ( L + U )= J , f = D 1 b • 

或 

Dx (k+l) = fL + U ) j ^ k) + b . 

由分块矩阵乘法，得到块雅可比迭代法的具体形式 


其中 


q 

AiiX ( i k+l) = bi - Y AijX ( j k) (i = 1 , 2 ,-' , q ), (4 2 ) 







€ R n . 


( k ) 

Xq 

这说明，块雅可比迭代法，每迭代一步，从，需要求解 q 
个低阶方程组 

a (k+\) 

Aii X i = gi 

(i = 1，2,…， W ， 其中炉 为 （3. 12) 式右边部分. 
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⑺块 SOR 迭代法 (BSORj 

选取分裂矩阵 M 为带松弛因子的 A 块下三角部分，即 


M 


GO 


(D - CdL) y 


A = M - N . 

得到块 SOR 迭代法 

n L , x { k> + /， (4 3) 

其中迭代矩阵 

= I - D - CxL ) 1 A 
=(D - G 2 J 1 “1 - COjD + COt /), 

f = GXD - COLj ' 1 b . 

由分块矩阵乘法得到块 SOR 迭代法的具体形式 

1-1 q 

Anx ( i k+l> - Aux ( i k> + GO △/ - 厂 AijXj k+l> - Aij x ( j k) 

(i = 1,2, ■ ■ ■, q ; k = 0,1, ■") y 

CO 为松弛因子. 

(4 .4) 

于是，当1，2,…，/ - 1) 已计算时，解低阶方程组 
(3. 14) 可计算小块/ + ” .从^ 4/ + 1) 共需要解 g 个低阶方程 
组，当 A , 为三对角阵或带状矩阵时，可用直接法求解. 

我们给出下述结果. 

定理 11 设丄其中 A = /> - t/ (分块形式 j • 

(1) 如果 A 为对称正定矩阵， 

( 2 ) 0 <G0< 2 . 

则解 Ax = b^i BSOR 迭代法收敛. 
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评 注 

本章介绍了解大型稀疏线性方程组的一些基本迭代法，例如， 
雅可比迭代法，高斯-塞德尔迭代法，及 SOR 迭代法，分块迭代法 
等.并且建立了迭代法的一些基本理论.在应用中 SOR 方法较为 
重要，它是解大型、稀疏线性方程组的有效方法之一. 

迭代法是一种逐次逼近方法，在使用迭代法解方程组时，其系 
数矩阵在计算过程中始终不变. 

迭代法具有循环的计算公式，方法简单，适宜解大型稀疏矩阵 
方程组，在计算机实现时只需存储 A 的非零元素（或可按一定公 
式形成系数，这样 A 就不需存储）. 

在使用迭代法时，要注意收敛性及收敛速度问题，使用 SOR 
方法要选择较佳松弛因子. 

迭代法的进一步学习，读者可参考文献/37，（14厂/157，"67 • 

习 题 


1. 设方程组 

5 xi + 2 ^2 + ^3 = - 12 ， 

- xi + 4 ^2 + 2x3 = 20, 

2 xi - 3 ^2 + 10 ^3 = 3 . 

faj 考察用雅可比迭代法，高斯-塞德尔迭代法解此方程组的收敛性， • 
(b) 用雅可比迭代法及高斯-塞德尔迭代法解此方程组，要求当 || 

- || oo < 10_ 4 时迭代终止. 

2. 设方程组 

xi + 0 .4 ^2 + 0 .4 ^3 = 1 , % + 2 又 2 - 2 X3 = 1 ， 

(a) 0 .4^1 + ^2 + 0 8 x 2 = 2 f (b) x\ + 心十 ^3 = 1, 

0 .4 + 0 8 x 2 + X 3 = 3 . 2 x\ + 2 ^2 + 泊 =1 . 
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试考察解此方程组的雅可比迭代法及高斯-塞德尔迭代法的收敛性. 

3. 求证 lim/U = 4的充要条件是对任何向量 x 都有 

众一 ►oo 

limA^x = Ax . 

4 .设其中4对称正定，问解此方程组的雅可比迭代法是否一定 
收敛？试考察习题 2( a ) 方程组. 

5. 用 SOR 方法解方程组 （ 分别取松弛因子 co = 1 03， co = 1， co = 11 ) 

4 x \ - x 2 = 1, 

- Xl + 4 X 2 - X 3 = 4 y 
- X2 4 X 3 = ~ 3 . 

T 

精确解 X * = Y ，1, - Y •要求当 II / - x ⑺ Hoc < 5 X 10_ 6 时迭代终 

止，并且对每一个 co 值确定迭代次数. 

6. 用 S 0 R 方法解方程组（取 C 0=0 9 J 

5 xi + 2 x 2 + jg = - 12， 

- xi + 4 ^2 + 2龙= 20， 

2 xi - 3^2 + 10 ^3 = 3 . 

要求当 II - X ⑷ || oo < 1 (T 4 时迭代终止. 

7. 设有方程组 Av = 其中4为对称正定阵，迭代公式 

x (k+l> = x (k) + COf 6 - Ax (k) ) ( k = 0, 1,2，■■■)， 

试证明当 0< co < t 时上述迭代法收敛（其中 0< a < 入 . 

8 .证明矩阵 

1 a a 
A = a 1 a 

a a l 

对于- y < a < 1 是正定的，而雅可比迭代只对 -f < a < f 是收敛的. 

9. 给定迭代过程 = Gj ^ k) + g ， 其中 G € ir x 〃（/：=0，1，2, …），试证 
明： 如果 G 的特征值入 / ((?)=0卩=1,2,…，~，则此迭代过程最多迭代沒次 
收敛于方程组的解. 

10. 设 A 为严格对角占优阵，且 0< CO <1 .求证解6的 SOR 迭代法 
收敛. 
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7. 1 方程求根与二分法 

7.1.1 引言 

本章主要讨论单变量非线性方程 

fix ) = 0 (1. I ) 

的求根问题，这里 xeR y f ( x ) € C [ a ， b ] .在科学与工程计算中有 
大量方程求根问题，其中一类特殊的问题是多项式方程 

f( x) = a x a x ' 1 ' 1 + ■■■ + ai- \ x + a n (a ^ 0) , (l. 2) 

其中系数 a (/=0， l ，…，…为实数. 

方程 f(x) = 0 的根/，又称为函数 /( x ) 的零点，它使 
f ( x )=0,若 /( x ) 可分解为 

f ( X ) = (x - x ) m g ( x ), 

其中 m 为正整数，且 g(x )矣0 .当 m = 1时，则称/为单根，若 
m > 1称/为 （1. 1) 的 m 重根，或/为 /( x ) 的 m 重零点若/是 
/( x ) 的 m 重零点，且充分光滑，贝 IJ 

fix ) 二 f ( x 、 二…二 f m - u (x ) = 0, / m) ( x * )^0. 

当 /( x ) 为代数多项式 （1. 2) 时，根据代数基本定理可知，《次 
方程在复数域有且只有《个根(含复根， m 重根为 m 个根），/2= 1， 
2时方程的根是大家熟悉的，3,4时虽有求根公式但比较复 
杂，可在数学手册中查到，但已不适合于数值计算，而 n >5 时就不 
能用公式表示方程的根.因此，通常对 n >3 的多项式方程求根与 
一般连续函数方程 （1. 1) 一样都可采用迭代法求根.迭代法要求先 
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给出根/的一个近似，若 /( x ) € CY a ， b]K f ( a ) f ( b ) <0,根据连 
续函数性质可知 /( x ) = 0在内至少有一个实根，这时称/ 

办7为方程 （1. 1) 的有根区间.通常可通过逐次捜索法求得方程 
fl . u 的有根区间 • 

例 1 求方程 f ( X ) = x - lb lx +38. 8 x - 41. 77 = 0的有根 
区间. 

解根据有根区间定义，对/(勾=0的根进行捜索计算，结 
果如下 .• 



4的符号 



由此可知方程的有根区间为/1，27，/3,4/，/5,6/. 

7 . 1.2 二分法 

考察有根区间取中点％ =( a + b )/ 2将它分为两半，假 

设中点 A 不是/( X )的零点，然后进行根的捜索，即检查/(见）与 
f ( a ) 是否同号，如果确系同号，说明 

所求的根/在％的右侧，这时令 a 

= Xb y b = /?，•否则 X 必在见的左侧， 

这时令 a - a y b =见（图7_1) •不管 

出现哪一种情况，新的有根区间 
/^1，&7的长度仅为/^，^7的一半. 

对压缩了的有根区间 fa ，h ] 又 
可施行同样的手续，即用中点无= 

( a \ + h )/ 2将区间人 ai ，办/再分为两 
半，然后通过根的捜索判定所求的根在；^的哪一侧，从而又确定 
一个新的有根区间/'级，& /，其长度是 /" a ，办7的 一半. 
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如此反复二分下去，即可得出一系列有根区间 


[ a , b ] [ a \ , b ] [ ct ,h ] … [ ak ， bk ] …， 

其中每个区间都是前一个区间的一半，因此 fa 的长度 

bk - a = (b - a )/ 2 k 

当 左 -^ oo 时趋于零，就是说，如果二分过程无限地继续下去，这些 
区间最终必收缩于一点/，该点显然就是所求的根. 

每次二分后，设取有根区间/级，匕7的中点 

Xk = ( cik + bk )/ 2 

作为根的近似值，则在二分过程中可以获得一个近似根的序列 


该序列必以根/为极限. 

不过在实际计算时，我们不可能完成这个无限过程，其实也没 
有这种必要，因为数值分析的结果允许带有一定的误差.由于 

/ / - x k I < (h - a k )/ 2 = (b - a )/ 2 k+l ， (1.3) 

只要二分足够多次（即 々充 分大），便有 

氺 

lx - Xk I < Z ， 

这里 e 为预定的精度. 

例2求方程 

f ( x ) = x - x - 1 = 0 

在区间 n 0，1 57内的一个实根，要求准确到小数点后的第2位. 

解这里 a = 1 . 0 , b = 1 5，而 /( … < 0, /( 办）> 0 •耳又/ a ， W 的 
中点％ =1 25,将区间二等分，由于/(%) <0,即/(%)与 f ( a ) 
同号，故所求的根•/必在：^右侧，这时应令 a = xo = I 25, b = b 
=1 5,而得到新的有根区间 /^ ，办 / . 

如此反复二分下去二分过程无需赘述.我们现在预估所要二 
分的次数，按误差估计 （1. 3) 式，只要二分6次6)，便能达到预 

定的精度 


lx 


xe I < 0 005 • 
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分法的计算结果如表 7-1 . 


分法是计算机上的一种常用算法，下面列出计算步骤: 

表 7-1 计算结果 






f ( %)符号 



15 










1 375 










1 3438 





1 3281 
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步骤1准备计算/(幻在有根区间&，以端点处的值 f ( a) y 
f ( b ). 

步骤2二分计算/(幻在区间中点$处的值/ f . 

步骤3 判断若/ ^ =0,则 f 即是根，计算过程结 
束，否则检验. 

若/ f f ( a ) <0,则以 f 代替匕否则以 f 代替《 . 

反复执行步骤2和步骤3，直到区间 d W 长度小于允许误差 
S ， 此时中点 f 即为所求近似根. 

上述二分法的优点是算法筒单，且总是收敛的，缺点是收敛太 
慢，故一般不单独将其用于求根，只用其为根求得一个较好的近 
似值. 
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7 2迭代法及其收敛性 

721 不动点迭代法 
将方程 （1. 1) 改写成等价的形式 

x = ^>( x ) . ( 2 .1) 

若要求 x 满足 /( x ) =0,则 x =cpf x ) ，•反之亦然，称 x 为函 
数的一个不动点•求/(幻的零点就等价于求啊幻的不动 
点，选择一个初始近似值 a ，将它代入 （2 .1) 右端，即可求得 

Xi = cp( Xo ). 

可以如此反复迭代计算 

^+1 = cp ( Xk ) ( k = 0 y I y mmm ) . (22) 

称为迭代函数.如果对任何％ € [ a ， b ]， 由 （2 .2) 得到的序列 
有极限 

氺 

limxt = j • 

众一 ► oo 

则称迭代方程 (2 2) 收敛，且/ = CP(V j 为的不动点，故称 
(2 2) 为不动点迭代法. 

上述迭代法是一种逐次逼近法，其基本思想是将隐式方程 

(2. 1) 归结为一组显式的计算 
公式 (2. 2)，就是说，迭代过程 
实质上是一个逐步显示化的 
过程. 

我们用几何图像来显示 
迭代过程方程 x = 的求 
根问题在 X };平面上就是要确 
定曲线3； = cp (; c ) 与直线3；= JC 
的交点 〆 （图 1-2) 对于/ 
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的某个近似值 a ， 在曲线 ;y = cp (; c ) 上可确定一点尸。，它以见为横 
坐标，而纵坐标则等于 cp (%)= 无过 A 引平行 x 轴的直线，设此 
直线交直线 ; y = x 于点0，然后过0再作平行于; y 轴的直线，它 
与曲线 ；y = cp (; c ) 的交点记作 A ，则点 A 的横坐标为刀，纵坐标则 
等于 cp (； d ) = & .按图 7-2 中箭头所示的路径继续做下去，在曲线 
;y = cpU ) 上得到点列乃 ，尸 2 ,…，其横坐标分别为依 公式； = 
CP ( Xt ) 求得的迭代值 A ， X 2 ，… .如果点列 f 趋向于点 〆 ，则相 

应的迭代值 A 收敛到所求的根/ . 

例 3 求方程 

f ( x )^ x - x - I = 0 (2 3) 

在见=1 5附近的根/ . 

解设将方程 (2. 3) 改写成下列形式 

3 

X = X + 1 . 


据此建立迭代公式 

3 

Xk + 1 = Xk I 

表 7-2 记录了各步迭代的结果. 

我们看到，如果仅取6位数字， 
那么结果； C 7 与 X 8 完全相同，这 

时可以认为 X 7 实际上已满足方 
程 (2. 3)，即为所求的根. 

应当指出，迭代法的效果并 
不是总能令人满意的.譬如，设 
依方程 (2. 3) 的另一种等价形式 

J = X 


( k = 0,1,2 ，…） • 


表7 -2 计算结果 


k 

x k 

k 

x k 

0 

15 

5 

1 32476 

1 

1 35721 

6 

1 32473 

2 

1 33086 

7 

1 32472 

3 

1 32588 

8 

1 32472 

4 

1 32494 




建立迭代公式 


Xk + 1 



迭代初值仍取％ = 1 5,则有 
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xi = 2 375 , xz = 12 39 . 

继续迭代下去已经没有必要，因为结果显然会越来越大，不可能趋 
于某个极限这种不收敛的迭代过程称作是发散的 .一 个发散的迭 
代过程，纵使进行了千百次迭代，其结果也是毫无价值的. 

例3表明原方程化为 （2. 1) 的形式不同，有的收敛，有的发散， 
只有收敛的迭代过程 （2 2) 才有意义，为此我们首先要研究 cp ( x ) 
的不动点的存在性及迭代法 (2. 2) 的收敛性. 

7. 2.2 不动点的存在性与迭代法的收敛性 


首先考察 cp (幻在上不动点的存在唯一性. 

定理1 设 cp ( x) ^ C[a, 满足以下两个条件. • 

1° 对任意 x 6 [ a ， b] 有 a<(p( x) < b . 

2° 存在正常 L <1， 使对任意 ue /都有 

lcp(x) - cpf y) I < L I x - y I . (2 A) 

则在/^，以上存在唯一的不动点 / • 

证明先证不动点存在性若= a 或= /?，显然 cp ( x ) 
在/^，/?/上存在不动点•因以下设> a 及啊办）< 
办，定义函数 

f( X) = q>( X) - X . 

显然 f ( 幻 c Cf a ， bj ，且满足 f( a) =(p( a) - a> 0, f( b) = cp( b) - b 

<0,由连续函数性质可知存在 / € ( a f b)\t f(x ) =0,即 x * = 
cpf / ), x 即为 cp ( x ) 的不动点. 

再证唯一性设 ‘ 及‘〔/ a ， W 都是啊 4的不动点，则由 
(2 4) 得 

/ XI - X2 / = / cpf XI j - cpf X2 j / 

木木 木木 

< L I x\ - xz I < I xi - xz I . 

引出矛盾故的不动点只能是唯一的. 证毕. 
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在 cp ( 幻的不动点存在唯一的情况下，可得到迭代法 （2. 2) 收 
敛的一个充分条件. 

定理2设/满足定理1中的两个条件，则对任 
意％…龙由 （2. 2) 得到的迭代序列 fxd 收敛到的不动点 
/，并有误差估计 



(2 5) 


证明设/〔 W 是 cp ( X )在//?7上的唯一不动点，由条 
件1°，可知 W ， 再由 （2. 4) 得 

I Xk - X I = I (p( Xk-\ ) - cpf X )1 


<： L I Xk- \ - x I < … < L k I 见 -x I . 


因 0< L < 1，故当 hoo 时序列 f 收敛到 / . 

下面再证明估计式 (2. 5) ，由 （2. 4) 有 

I Xk+ 1 - Xk I = I cp( Xk) - cp( Xk-i) I < L I Xk - Xk-i I .(2 6) 

据此反复递推得 

I Xk +1 - Xk I < L I xi - xo I . 

于是对任意正整数有 

/ Xk+ p - Xk 1^1 Xk+ p ■ Xk+ p- 1 / + / Xk+ p- 1 Xk+ p - 2 I 


+ " ■ + / Xk+ 1 Xk I 

< (L k+P ~ l + L k+P — 2 + …+ L k ) I xi - xo I 



在上式令，注意到 lim : u +P = / 即得式 （2. 5) 证毕. 

尸一 ►oo 

迭代过程是个极限过程在用迭代法进行实际计算时，必须按 


精度要求控制迭代次数误差估计式 (2. 5) 原则上可用于确定迭代 
次数，但它由于含有信息 L 而不便于实际应用.根据式 （2. 6)，对 
任意正整数 p 有 

I Xk+p - Xk I < (L P 1 + L P 2 +■■■ + !)/ Xk+i - Xk I 
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< - - - I Xk +\ ■ Xk I • 

丄 ■ I 

在上式中令 oo 知 

, * , 1 , , 
lx ■ Xk I < - - ; I Xt+i ■ Xk I • 

丄-丄/ 

由此可见，只要相邻两次计算结果的偏差丨 B +1 - hi 足够小 
即可保证近似值 A 具有足够精度. 

对定理1和定理2中的条件2°，在使用时如果 cp ( jc ) e d [ a , 
办7且对任意 [ a , b ] 有 

I 中 （ x ) I < L < 1, (2 1) 

则由中值定理可知对" x ， yG [ a ，_ 

I tPf x ) - cp ( y ) I = I cp r (^)( x - y ) I < LI x - y I y ^ ^ ( a ， b ) • 

它表明定理中的条件 2° 可用 （2 7) 代替. 

在例3中，当 cp ⑶= x + 1时， cp ’（ x ) =七 x + 1厂 2/3 ，在区间 

1 1 1/3 3 

n ，2 沖， lcp 7 x ) 丨 t < 1，故 （2 7) 成立•又因 1 < 2< 

3<2,故定理1中条件1°也成立.所以迭代法是收敛的 . 
而当 cp ( x ) = x 3 - 1 时， cp ' ( x ) = 3 x 2 在区间 / I ，27中⑽丨 > 1 不 
满足定理条件. 

7.2.3 局部收敛性与收敛阶 

上面给出了迭代序列 f 在区间~上的收敛性，通常称为 

全局收敛性有时不易检验定理的条件，实际应用时通常只在不动 

点/的邻近考察其收敛性，即局部收敛性. 

定义1 设啊幻有不动点 x ，如果存在 x 的某个邻域 
R : \ x - x * I <6,对任意 xb ^ R , 迭代 （2 2 J 产生的序列 f Xk } 6 R ， 

且收敛到/，则称迭代法 （2. 2) 局部收敛. 

定理3设 x 为的不动点， cp '(； c ) 在 x 的某个邻域连 




■ 270 - 


第 7 章非线性方程求根 


续，且 I cp’（ x ) 丨< 1 ， 则迭代法 (2. 2 ) 局部收敛. 

证明由连续函数的性质，存在/的某个邻域 R : \ X - x \ 
< 6 , 使对于任意成立 

I cp r ( x ) I < L < I . 

此外，对于任意 R ， 总有 cp ( x ) e /?，这是因为 

/ ( p ( x ) - x / = / cp ( x ) - cp ( x ) I < L I x - x I < I x - x I • 

于是依据定理 2 可以断定迭代过程 b +1 = cp ( xO 对于任意初值 

均收敛证毕. 

下面讨论迭代序列的收敛速度问题，先看例. 

例4用不同方法求方程 x 2 - 3 = 0的根 z = 3 . 

解这里/(幻 = f - 3,可改写为各种不同的等价形式 

X = cp ( x )， 其不动点为/ = 3 .由此构造不同的迭 代法： 

2 2 r 

⑴ Xk + 1 = Xk + Xk - 3 y cpf x ) — x + x - 3 y cpf x ) = 2 x 1 y 
cp r ( X ) = cp 7 3) = 2 3 + 1 > 1 . 

(2) Xk + 1 =^r y cpf X) = ( X) = - cp ’ fx * ) = - 1 • 

JCk JC JC 


(3) Xk + 1 = Xk 



- 3) y cp( x) = x - 


4 


/ 2 

(^ 


3), 


cp ， ⑺ =1 - 



2 




cp f (x ) =1 - -f~0 .134 < 1 • 


(4) Xk 


3 


2 Xk+ x k 


， ( P ( x ) 


3 


= 2 X+ x 


cp ⑺卜） 


, )=cp r ( 3)=0 . 


取％ =2,对上述 4 种迭代法，计算三步所得的结果如下表 
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表 7-3 

计算结果 


k 

x k 

迭代法 n ) 

迭代法 （ 2 J 

迭代法 （3) 

迭代法 (4) 

D 


2 

2 

2 

2 

1 

又 1 

3 

1 .5 

1 .75 

1 .75 

2 


9 

2 

1 73475 

1 732143 

3 

Xh 

87 

1 .5 

1 732361 

1 732051 


注意 3 = 1 .7320508 … ，从计算结果看到迭代法 （ 1) 及 （ 2 ) 均 
不收敛，且它们均不满足定理 3 中的局部收敛条件，迭代法 （ 3 ) 和 
(4) 均满足局部收敛条件，且迭代法 （ 4 ) 比 （ 3) 收敛快，因在迭代法 
(4) 中 cp'(/ ) = 0 . 为了衡量迭代法 （2 2 ) 收敛速度的快慢可给出 
以下定义 . 

定义 2 设迭代过程 ；u + i = cpf Xk) 收敛于方程 x = cp( x ) 的根 
X* ，如果迭代误差 & = Xt - •/ 当 A — 100 时成立下列渐近关系式 

C (常数 0 )， 

ek 

则称该迭代过程是 $ 阶收敛的 . 特别地，； ?=1 时称线性收敛， 
p>\ 时称超线性收敛 ， p = 2 时称平方收敛 . 

定理 4 对于迭代过程 n =cp(xO, 如果 cp^ (幻在所求根 
X* 的邻近连续，并且 

(^> ( x* ) = cp" (x* ) =…= (^ p l) ( x* ) = 0 , 

(p (p) (x ) ^ 0 , (2 . 8 ) 

则该迭代过程在点 / 邻近是阶收敛的 . 

证明由于 cp'fx ) = 0, 据定理 3 立即可以断定迭代过程 
^ + 1 =cp(xO 具有局部收敛性 . 

再将 cp(xO 在根 x 处做泰勒展开，利用条件 (2. 8 )，则有 
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cp ( Xk ) = cp ( X j ^ ^ ^ B - X 忑在 : a 与 X 之间. 

P ! 

注意到 epfxO = JU + i ， cp ( X ) = X ，由上式得 

* ^ <p) ) / *、p 

Xk^i - X = - Xk - X ) ， 

P ! 

因此对迭代误差，当 hoc 时有 


ek+\ 



(2 9) 


这表明迭代过程 b +1 = cp ( xO 确实为 p 阶收敛证毕. 

上述定理告诉我们，迭代过程的收敛速度依赖于迭代函数 
cp ( x ) 的选取如果当时 cp ' fx ) 矣0,则该迭代过程只可能 

是线性收敛. 

在例4中，迭代法 （3) 的 cp '(/ 故它只是线性收敛，而迭 


代法 (4) 的 cp7 x * ) = 0,而 cp 〃（勾 = | ， cp" 

JC 


2 



^0 .由定理4 


知 p = 2,即该迭代过程为2阶收敛 . 


7. 3迭代收敛的加速方法 


731 埃特金加速收敛方法 

对于收敛的迭代过程，只要迭代足够多次，就可以使结果达到 
任意的精度，但有时迭代过程收敛缓慢，从而使计算量变得很大， 
因此迭代过程的加速是个重要的课题. 

设见是根/的某个近似值，用迭代公式校正一次得 

Xi = (p( Xo ) , 

而由微分中值定理，有 

Xi - X = ( p ( Jb ) - cpf X ) = ^ (^) ( ^Cb - X ) y 

其中€介于/与； Co 之间. 
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假定 cp ' fx ) 改变不大，近似地取某个近似值 L ， 则有 

氺 氺 

xi - x ^ L ( xo - x ) . f 3 .1 j 

若将校正值 xi 再校正一次，又得 

X2 = cp( XI ) , 

由于 ^2 - x ^ L ( x \ - x ) , 

将它与 (3. 1) 式联立，消去未知的 L ， 有 


xi - x 
X 2 - X 








XI 




由此推知 






X 2 


2 

- XI 






(Xi 


Xo ) 


2 


X 0 


X2 - 2 xi + j(P 


在计算了力及 a 之后，可用上式右端作为/的新近似，记作 
I ® .一般情形是由 A 计算 Xhl ， Xt +2 ，记 


m 


Xk+i 


Xk - 


Xk ) 


2 


Xk 2 Xk+ 1 + Xk+2 


Xk 


- (Axk ) 2 / A 2 Xk 


(k = 0,1 ，…） 


f3 2 ) 


(3 2) 称为埃特金 （ Aitken ) A 2 加速方法. 


可以证明 


lim 


现 


- x 


Xk - x 


0 


它表明序列的收敛速度比的收敛速度快. 


7.3.2 斯蒂芬森迭代法 


埃特金方法不管原序列 fxd 是怎样产生的，对 f 进行加速 
计算，得到序列/現 > 如果把埃特金加速技巧与不动点迭代结合， 
则可得到如下的迭代法： 






^>( Xk ) , Zk 




y ^) 


Xk + 


Xk - 


(\k - Xk ) 

Zk - 2 yk Xk 


( k = 0,1,---), 


(3 3) 
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称为斯蒂芬森 （ Steffensen ) 迭代法.它可以这样理解，我们要求 
x =cp ⑺的根 /，令£ ⑺= - x,Z ( x ) - x = 0,已 

知/的近似值 ☆ 及，，其误差分别为 

I (Xk) = cp( Xk) - Xk = yk - Xk ， 


^ (yk) = (p( yk) - yk = Zk - yk • 

把误差 q 外推到零”，即过 （ a ，£ (及 ）） 及 O ,£ O )) 两点做线 
性插值函数，它与 x 轴交点就是 (3. 3) 中的 ； a +1 ，即方程 


的解 


I ( Xk) 


yk ) 


- Xk 



= 0 




Xk - 


E ( Xk ) 

^ ( yk ) - £ f Xk ) 




Zk - 2 yk + Xk 


Xk ^\ . 


实际上 (3. 3) 是将不动点迭代法 （2. 2) 计算两步合并成一步得 
到的，可将它写成另一种不动点迭代 


其中 


Xk^l = (\)( Xk) ( 灸 = 0 ， 1 ，■■■)， 


[\)( x) = X 


f ( D ( x ) - xf 

W ( x )) - 2cpf x ) + x 


f 3 A ) 

(3 5) 


对不动点迭代 (3. 4) 有以下局部收敛性定理. 

定理5若/ 为 （3. 5) 定义的迭代函数叭 X )的不动点，则 x 


为啊幻的不动点•反之，若 x 为的不动点，设 cp "( x ) 存在， 

^' ( x ) 矣1，则 x 是 x ) 的不动点，且斯蒂芬森迭代法 （3. 3) 是2 

阶收敛的. 

证明可见/^7 . 

例5用斯蒂芬森迭代法求解方程 （2 3). 

解例3中已指出下列迭代 


是发散的，现用 （3. 3) 计算，取啊幻= X 3 - 1，计算结果如下表 . 




7.3 迭代收敛的加速方法 
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这里计算2步(相当于 （2. 2) 迭代4步）结果与 w 相同，说明 
用迭代法 (3. 3) 的收敛速度比迭代法 （2. 2) 快得多. 


7. 4 


牛顿 


法 


741 牛顿法及其收敛性 


对于方程 f ( x ) =0, 如果 /(勾 是线性函数，则它的求根是容 
易的牛顿法实质上是一种线性化方法，其基本思想是将非线性方 
程 /(幻= 0 逐步归结为某种线性方程来求解. 

设已知方程 /(幻= 0 有近似根假定 /( A ) 矣 0)， 将函数 
f ( X )在点 B 展开，有 

f ( X) a f ( Xk) + f ( Xk)( X - Xk), 

于是方程 f ( x ) =0 可近似地表 
示为 


f( 


f ( Xk ) ( X - Xk) 


0 . 

(4 1) 


这是个线性方程，记其根为 


Xk 


+ 


则 


i 的计算公式为 


Xk+ 


Xk - 


f ( Xk) 

f ( ^) 


( k = 0,1, …）， 



(4 2) 


这就是牛顿 （ Newton ) 法. 


图 7-3 


牛顿法有明显的几何解释.方程 /(幻= 0的根/可解释为 


曲线 3 ；= f ( x ) 与 x 轴的交点的横坐标（图 7-3) •设 h 是根 


的 


某个近似值，过曲线 }；= /(幻上横坐标为 b 的点 h 引切线，并将 


该切线与 x 轴的交点的横坐标 ； a +1 作为 
到切线方程为 


的新的近似值注意 




7. 4 牛顿法 


• 277 - 


y = f( Xk) + f ( Xk)( x - Xk). 

这样求得的值必满足 (4 .1)， 从而就是牛顿公式 （4. 2) 的计算 
结果.由于这种几何背景，牛顿法亦称切线法. 

关于牛顿法 (4. 2 ) 的收敛性，可直接由定理4得到，对 （ 4. 2 ) 其 
迭代函数为 


由于 


(p( x) = X - 


f( x) 

f ( X ) 


cp ’ ⑶ 




f( x) f"( x) 
[f(x)] 2 


假定 X 是 /( 幻的一个单根，即 f ( X j =0,/ ( x ) 矣0,则由上式 
知 cp '(/ )=0,于是依据定理4可以断定，牛顿法在根/的邻近 


是平方收敛的.又因 



制卿 9) 可得 


lim 

k-^oo 


Xk ^ 1 

(Xk ■ 




例 7 用牛顿法解方程 


(4 3) 


xe -1=0. (4 A) 


解这里牛顿公式为 

JCk + 1 ― JCk 

取迭代初值见 =0. 5,迭代结果 
列于表 7-5 中. 

所给方程 (4. 4) 实际上是方 

程 x = e z 的等价形式若用不 
动点迭代到同一精度要迭代17 

次，可见牛顿法的收敛速度是很 
快的. 

下面列出牛顿法的计算 


Xk - t K 

1 Xk 


表 7-5 

计算结果 

k 

Xk 

0 

0 .5 

1 

0 .57102 

2 

0 .56716 

3 

0 .56714 
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步骤： 

步骤1准备选定初始近似值，计算/。= f ( Xo ) , 

/o’ = f ( Jfy ). 

步骤 2 迭代按公式 

Xl = 见 -/o/ fo 

迭代一次，得新的近似值 XI ，计算/ = f ( XI ) y fx = /( xi ). 

步骤3控制如果 Jd 满足|6丨 <£ i 或 I /i I < S 2 , 则终止迭 

代，以力作为所求的根，•否则转步骤4此处是允许误差，而 

I Xi - Xb I ,当 / Xi / < C 时， • 

5= / X , -乂 当/无 时， 

I Xi I 

其中 C 是取绝对误差或相对误差的控制常数 ，一 般可取 C =1 . 

步骤 4 修改如果迭代次数达到预先指定的次数#，或者 
// =0,则方法失败，•否则以 （ X \ , f \ , f \ ) 代替 （ , /o , fo ) 转步骤 

2继续迭代. 

7.4.2 牛顿法应用举例 


对于给定的正数 C ， 应用牛顿法解二次方程 


C = 0, 


可导出求开方值 c 的计算程序 


Xk+ 1 


Xk 


_c 


Xk 


(4 5) 


我们现在证明，这种迭代公式对于任意初值％ >0 都是收 


敛的. 


事实上，对 (4. 5) 式施行配方手续，易知 




C 


2 Xk 


C ) 


Xk +1 + C = ( Xk ^ C ) 

2 Xk 
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以上两式相除得 


Xk+ 1 


Xk+ 1 + 


c 

c 


2 

Xk - C 

Xk + C 


据此反复递推有 


Xk - C _ - C 

Xk + C Xo + C 


(4 .6) 


记 


见 - 

q = 



c 

c 


整理 (4. 6) 式，得 

2 k 

Xk - C = 2 C ~^~~r . 

1 - q 

对任意^) > 0, 总有 I < 1 ，故由上式推知，当时 Xk 


C ， 即迭代过程恒收敛. 

例8 求115 . 

解取初值％ = 10,对 C = 表 7 -6 计算结果 


115按 (4 5) 式迭代3次便得到 k 

x k 

精度为10 6 的结果（见表 7-6) • q 

10 

由于公式 （4 5) 对任意初值 i 

10 750000 

^ >0均收敛，并且收敛的速度 1 


很快，因此我们可取确定的初值 

10 .723837 

如无=1编制通用程序用这个 3 

10 .723 805 

诵用程序求 也 R 恶铁代 7 4 

10 .723 805 

次便得到了上面的结果 


10. 723805 . 



743 简化牛顿法与牛顿下山法 

牛顿法的优点是收敛快，缺点一是每步迭代要计算 f ( x k )R 
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计算量较大且有时 /( xO 计算较困难，二是初始近似； c 。 
只在根/附近才能保证收敛，如； Cb 给的不合适可能不收敛.为克 
服这两个缺点，通常可用下述方法. 

( 1 ) 简化牛顿法，也称平行弦法其迭代公式为 

Xk + 1 = Xk - Cf ( Xk ) C 矣0，众= 0，1， …. ( 47 ) 

迭代函数 cp ( x ) = x - Cf ( x ) • 

若 Icp/ ( x ) I = 丨 1 - C/ ( x ) l < l ， 即取 0< C/ ( x ) < 2 在 
根 / 附近成立，则迭代法 （4. 7) 局部收敛. 

在 （4. 7) 中取 C = 则 

j ( ^ ) 

称为简化牛顿法，这类方法计算量 
省，但只有线性收敛，其几何意义 
是用平行弦与 X 轴交点作为/的 
近似如图 7-4 所示. 

( 2 ) 牛顿下山法.牛顿法收敛 
性依赖初值的选取.如果 •》> 偏 
离所求根/较远，则牛顿法可能 
发散. 

例如，用牛顿法求解方程 
jc 3 - X - 1 二0 . (4 8 J 

此方程在 x = 1 .5 附近的一个根 

x * 设取迭代初值见 =1. 5,用牛顿法公式 

3 1 

Xk ■ Xk - 丄 y A ^ x 

加 二及- 3^ - 1 ( 4 % 

计算得 

= 1 34783, a = 1 32520, % = 1 32472 . 

迭代 3 次得到的结果有 6 位有效数字. 

但是，如果改用％ = 0 .6 作为迭代初值，则依牛顿法公式 





(4. 9) 迭代一次得 


7. 4牛顿法 
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x \ =17 9. 

这个结果反而比％ =0 .6 更偏离了所求的根 1. 32472 . 

为了防止迭代发散，我们对迭代过程再附加一项要求，即具有 
单调性： 


I f ( x k + 1 ) I <1 f ( x k ) I . (4 .10) 

满足这项要求的算法称下山法. 

我们将牛顿法与下山法结合起来使用，即在下山法保证函数 
值稳定下降的前提下，用牛顿法加快收敛速度.为此，我们将牛顿 
法的计算结果 


现 


Xk - 


f ( Xk ) 

f'(M) 


与前一步的近似值 


Xk 


适当加权平均作为新的改进值 


Xk+l = 湖 1 + f 1 - 入） Xk ， (4 11) 

其中入 (0<A<1) 称为下山因子， （4 11) 即为 

加 = x k 0、 _ (k = 0,1, ■■■>», (4 12) 

f ( 

称为牛顿下山法选择下山因子时从入=1开始，逐次将入减半进 
行试算，直到能使下降条件 （4. 10) 成立为止.若用此法解方程 
(4 8) ，当见= 0. 6时由 （4 9 ) 求得 a = 17. 9,它不满足条件 


(4. 10)，通过人逐次取半进行试算，当入 


32 


时可求得 


jd = 1. 140625此时有 f ( xi ) = - 0. 656643,而 f (^)= - 1. 384, 
显然 \ f ( XI ) \ < \ f ( Xb )\ •由 Xl 计算 X 2 , X 3 ,…时入=1，均能使条件 
(4. 10) 成立计算结果 如下： 


Xi : 

=1 36181， 

f ( 乂2) 

= 0 .1866; 

X3 : 

=1 32628, 

f ( Xi ) 

= 0 .00667; 

XA : 

=1 32472, 

f ( 

= 0 .0000086 • 



- 282 - 第 7 章非线性方程求根 


^即为/的近似 一 般情况只要能使条件 （4. 10) 成立，则可得到 
lim /( xO = 0,从而使 f xtj 收敛. 

k—oo 


744 重根情形 


设 /( 4 J / )'' §( ^) ^ 整数 rn > 2 , g ( x * ) 矣0,则 /为方 


程 /( x ) = 0的 m 重根，此时有 


f(x ) = f (x ) 




■ ■ ■ 





- 1 


( ^ ) 




0 , 



m) 


(x )^0. 


只要 /(xO 矣0仍可用牛顿法 （4 2) 计算，此时迭代函数 cp ( x ) 




) = i - 

顿法求重根只是线性收敛若取 


m 


矣0,且 icp ' fx 厂<1，所以牛 


cp( x) = x - m 


JiXL 

fix) 


则 )=0 •用迭代法 


Xk + 


Xk - m 


f( Xk ) 

f ( m ) 


(k = 0 , 1 ， 


■ ■ 


(4 13) 


求 m 重根，则具有 2 阶收敛，但要知道 x 的重数 m 


构造求重根的迭代法，还可令 M ( 幻 = f ( x )/ /( X )，若 x 




f ( x ) =0的 m 重根，则 


Mf x ) 




( X - X ) q ( x ) 


mg ( x ) + (x - x ) g ( x ) ’ 


故 x 是 M ( x ) = 0 的单根对它用牛顿法，其迭代函数为 


(^>( x ) = X - 

从而可构造迭代法 


U ( x) 
(x) 


X - 


lUQjJUO- 


[ f ( X )] 


2 


f ( X ) f ㈤ 


Xk + 1 


Xk _ f( Xk ) f' ( Xk ) _ 

B [ f(^)f - f ( n ) f ( Xk ) 


(k = 0,1 ，…） 


它是二阶收敛的. 


(4 14) 
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例 9 方程 x 4 - Ax + 4 = 0的根 x 


2是二重根，用上述 


种方法求根. 


解先求出三种方法的迭代公式 


2 


( 1 ) 牛顿法 Xk 


Xk - 2 


Xk - 


4 Xk 


2 


( 2 ) 用 （4. 13) 式 Xk 


Xk - 


Xk - 2 
2 Xk 


2 


( 3 ) 用 （4 14) 式 Xk 


Xk( Xk - 2 ) 
Xk " 2 + 2 


取初值％ 


5,计算结果如表 7- 


表 7-7 三种方法数值结果 


k 

x k 


方法 n ) 

方法 （2) 


方法 （3) 

1 

X\ 

1 

.458333333 

1 .416666667 

1 

•411764706 

2 

XI 

1 

.436607143 

1 .414215686 

1 

.414211438 

3 


1 

.425497619 

1 .414213562 

1 

.414213562 


计算三步，方法 （2) 及 （3) 均达到10位有效数字，而用牛顿法 
只有线性收敛，要达到同样精度需迭代30次. 

7. 5弦截法与拋物线法 

用牛顿法求方程 （1. 1) 的根，每步除计算 /(☆) 外还要算 
/( xo , 当函数 nx ) 比较复杂时，计算/(幻往往较困难，为此可 
以利用已求函数值 /( )，…来回避导数值 /( xO 的计 

算.这类方法是建立在插值原理基础上的，下面介绍两种常用 
方法. 

751 弦截法 

设 Hi 是 /( x ) =0的近似根，我们利用构 
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造一次插值多项式 pi ( x ) ，并用 pi ( x ) = 0 的根作为 f ( x ) = 0 的新 
的近似根.由于 


因此有 




= f( Xk) + 


f( Xk) 







f( Xk) 

f ( Xk) - f ( Xk -1 



Xk- 


这样导出的迭代公式 (5. 2) 可以看做牛顿公式 



f( Xk) 
/ ( ^) 


中的导数 /( X 0 用差商 厂 f(Xkl ) 取代的结果 . 

Xk - Xk - 1 


(5 . 1 ) 


(5 2 ) 


现在解释这种迭代过程的几何意义如图7-5,曲线 f ( x ) 
上横坐标为的点分别记为 A ，/ Vi ，则弦线 A / Vi 的斜率 


等于差商值，其方程是 

Xk " Xk - 1 



3；= f ( xk ) + 


f( Xk ) 





因之，按 （5. 2) 式求得的 b +1 实际上是弦线与 x 轴交点的 
横坐标这种算法因此而称为弦截法. 
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弦截法与切线法(牛顿法）都是线性化方法，但两者有本质的 
区别.切线法在计算时只用到前一步的值而弦截法 


(5. 2)，在求 b +1 时要用到前面两步的结果 b ， 

1 ,因此使用这 

种方法必须先给出两个开始值； . 

例 10 用弦截法解方程 

表 7 -8 

计算结果 

f ( x ) = xo -1=0. 

k 

x k 

解设取 = 0 .5 ， Xi = 

0 

0 .5 

0. 6作为开始值，用弦截法求得 
的结果见表7-8,比较例7牛顿 

1 

0 .6 

法的计算结果可以看出，弦截法 

2 

0 .56532 

的收敛速度也是相当快的. 

3 

0 .56709 

实际上，下述定理断言，弦 

4 

0 .56714 


截法具有超线性的收敛性. 


定理6假设/(幻在根/的邻域 △: I jc - x I <6内具有二 
阶连续导数，且对任意；△有/(幻矣0,又初值€ △，那么 

当邻域△充分小时，弦截法 （5. 2) 将按阶 p = l± ^ 1 ^\. 618收敛 

到根/这里 p 是方程入 2 -人 - 1 =0的正根. 

定理证明可见 P 7 . 

752 抛物线法 

设已知方程/(幻= 0的三个近似根 x , , x ,- 1,12,我们以这 
三点为节点构造二次插值多项式 pi ( x ) ， 并适当选取 p ( 的一 
个零点 Xu i 作为新的近似根，这样确定的迭代过程称抛物线法， 
亦称密勒 （ MG 1 le r ) 法在几何图形上，这种方法的基本思想是用抛 

物线 ; y = p 2 ( x ) 与 x 轴的交点 i 作为所求根/的近似位 
置（图 7-6). 

现在推导抛物线法的计算公式插值多项式 
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P ( X) = f( Xk) + f[Xk ， Xk]](X- Xk ) 

+ f [ Xk ， Xk -1 , Xk-2 ](X - Xk)( X 


有两个零点. • 



式中 


_ 2f( Xk) _ 

Xk +1 — Xk - 

GO 士 CO - 4f(Xk ) f [ Xk y Xk- 1 , Xk - 2 ] 


(5 3) 


03 = f[Xk ， Xk-\] + f[Xk ， Xk-i ， Xk-2 ] ( Xk - Xk-i ). 

为了从 （5. 3) 式定出一个值 B +1 ，我们需要讨论根式前正负 
号的取舍问题. 

在，^_2三个近似根中，自然假定^更接近所求的根 
X * ，这时，为了保证精度，我们选式 （5. 3) 中较接近 A 的一个值作 

为新的近似根^>为此，只要取根式前的符号与 C 0 的符号相同. 
例 11 用抛物线法求解方程 f ( x ) = - 1=0 . 

解设用表 7-8 的前三个值 





作为开始值，计算得 



xi = 0 56532 


f( xo) = - 0 .175639, f( xi )= - 0. 093271, 
f( xi) = - 0. 005031, 




7. 6 解非线性方程组的牛顿迭代法 
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故 


f [ x\,JOd ] = 2 .68910, f [ xi y x \] = 2 83373 , 
f [ xi y x \ y xo ] = 2 21418 . 


Od = f [ xi ， x \ ] + f [ X2 ， x \ ，％ ] ( xi - x \ )= 2 75694 • 


代入 (5. 3) 式求得 


X3 



2 f ( X 2) 


= 0 56714 . 


CO + cS - A f ( xi ) f ( xi , x \ , Xd ) 

以上计算表明，抛物线法比弦截法收敛得更快. 

事实上，在一定条件下可以证明，对于抛物线法，迭代误差有 
下列渐近关系式 


ek+ 


M0 


a 




0 .42 


可见抛物线法也是超线性收敛的，其收敛的阶 p=l 840( 是方程 


入 3 -入 2 -入- 


0的根），收敛速度比弦截法更接近于牛顿法 


从 (5. 3) 看到，即使 b _ 2 ， h ， a 均为实数，也可以是复 
数，所以抛物线法适用于求多项式的实根和复根. 


7.6 解非线性方程组的牛顿迭代法 

考虑方程组 


/l ( XI ， … ， X! ) = 0 ， 

. (6 1 ) 


fn( XI 


Xn ) 



其中/，…， A 均为（力，…，的多元函数•若用向量记号记 x = 

eR n y F= f/i ,■■■,/«/ , (6. 1) 就可写成 


F(x) = 0 . (6 2) 

当且/ (/=1，…，⑴中至少有一个是自变量 Xi ( i =\ r -, n ) 
的非线性函数时，则称方程组 （6. 1) 为非线性方程组.非线性方程 
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组求根问题是前面介绍的方程（即 n = l ) 求根的直接推广，实际上 
只要把前面介绍的单变量函数/( X )看成向量函数则可将单 
变量方程求根方法推广到方程组 (6. 2). 若已给出方程 （6. 2) 的一 
个近似根，=(，，…， W /， 将函数的分量 fi ( x ) (i = 
1，…， 《) 在 y 〃用多元函数泰勒展开，并取其线性部分，则可表示为 

F ( x ) - F ( x k) ) + F " ( x k) )(x - x (k) ). 

令上式右端为零，得到线性方程组 

F r ( x k) )(x - x (k) ) = - F(x k) ) , (6 3) 

其中 



f\ ( x ) 

fi ( x ) 

fi ( x ) 



X\ 

X2 

Xn 



h ( x ) 

fi(x) 

■ ■国 

fi ( x ) 


F '( x ) - 

X\ 

X2 

Xn 

(6 A ) 


參 ## 

fn( x ) 

• # • 

fn(x) 

m m m 

• # • 

fn ( X) 



X\ 

X2 

Xn 



称为的雅可比 （ Jacobi ) 矩阵.求解线性方程组 （6 3), 并记解 
为， +1) ，则得 

x k+l) = X (k) - F r (X (k) )' 1 F ( x k) ) (k = 0,1, ■■■) .(6 5) 

这就是解非线性方程组 (6. 2) 的牛顿迭代法. 

例 12 求解方程组 

f\(x\,X2) - xi +2^2 -3 = 0 ， 

fi ( x \ , xi ) = 2 xi + xl -5 = 0. 

给定初值 =(1 5，1 J0) T , 用牛顿法求解. 

解先求雅可比矩阵 


F r ( x ) = 



2 

2^2 



- 2 
1 


由牛顿法 (6 5) 得 




评 
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(k) 


lA k 、 


2xi 


( k ) 


- 2 



2^2 


(k) 



4 # 





即 











(k = 0,1, … j • 

由 =(l 5,1 .0 ) T 逐次迭代得到 

x (U = n 5,0 75/ , 
x ⑴ =(1 488095,0 .755952 / , 

x ⑴ =(1 488034,0 755983/ • 
的每一位都是有效数字. 


评 注 

本章着重介绍求解单变量非线性方程 f ( x )=0 的迭代法及 
其理论不动点迭代、局部收敛性及收敛阶等基本概念是十分重要 
的，它很容易推广到非线性方程组在迭代法中以牛顿法最实用， 
它在单根附近具有2阶收敛，但应用时要选取较好的初始近似才 
能保证迭代收敛为克服这一缺点，可使用牛顿下山法澌蒂芬森 
方法可将一阶方法加速为二阶，也是值得重视的算法弦截法（或 
称割线法）与抛物线法 （ 也称密勒法）是属于插值方法，它们不用算 
f ( x ) 的导数，又具有超线性收敛，也是常用的有效方法这类方法 
是多点迭代法，它不同于 A +1 的单点迭代，计算时必须给 

出两个以上的初始近似其收敛性说明可参看文献和 "7 . 

非线性方程组的解法和理论是当今数值分析研究的重要课题 
之一，新方法不断出现，它也是科学计算经常遇到的.这里我们只 
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简单介绍了牛顿法的迭代公式，有关理论均未提及，需要进一步了 

解的读者可参阅文献 / u 和 . 

单个代数方程（即多项式方程）求根有久远的历史，也有不少 
特殊方法.本章均未介绍，有关理论和算法读者可参阅文献和 
及其他文献. 


习 题 

1 .用二分法求方程； c 2 - 1=0的正根，要求误差小于 0.05 . 

2 .为求方程戶 - 分 - 1=0在及=1 .5 附近的一个根，设将方程改写成 

下列等价形式，并建立相应的迭代公式. 

( 1 ) x=l -{■ V x 1 f 迭代公式及 +1 =1 + 1/ ； 

(2) x 3 = 1 + f ，迭代公式為+1 = 3 1 + i ; 

(3) X 2 = 一，迭代公式 Xk +\ = 1/ ^ - 1 . 

X - I 

试分析每种迭代公式的收敛性，并选取一种公式求出具有四位有效数字的近 
似根. 

3 . 比较求 e ^ + 10^- 2 = 0的根到三位小数所需的计算量： 

( 1 ) 在区间/ 0 ， 17 内用二分法； 

(2) 用迭代法 n = (2 - q X/c )/ 10，取初值见= 0 . 

4 •给定函数设对一切 ％，/(幻存在且0< 证明对 

于范围0<入<2/ M 内的任意定数入，迭代过程 n = a - A / YAj 均收敛 
于 /( 幻=0的根 x • 

5 .用斯蒂芬森迭代法计算第2题中（2)，（3)的近似根，精确到10_ 5 . 

6 .设 cp ( x ) = x - p ( x ) f ( x ) - q ( x ) f ( x ) ， 试确定函数 〆 x ) 和 # x ) ，使 
求解 f ( x ) =0 且以 cp (； cj 为迭代函数的迭代法至少三阶收敛. 

7 .用下列方法求 f ( x )= x 3 - 3 x - 1 = 0 在％ =2附近的根根的准确值 
/ = 1. 87938524…，要求计算结果准确到四位有效数字. 

( 1 ) 用牛顿法， • 

(2) 用弦截法，取 xo = 2 f x \ =1 9; 




f 3 J 用拋物线法，取 xo = l y x \ =3 f x 2 =2 . 

8 .分别用二分法和牛顿法求； c - tan;c = 0 的最小正根 

9 .研究求 a 的牛顿公式 


X k+ 


Xk 


a 

x k 


y XO > 0 


证明对一切 k = 1，2 ，…， x k > a 且序列 xi ，，…是递 减的. 


10 •对于 f ( x )=0 的牛顿公式 


Xt _ /( Xt )/ / ( ，证明 


Rk 


Xk ■ Xk- 1 )/ ( Xk^ 1 - Xk-2 ) 


收敛到- f"(x )/ [2/( x * )7, 这里/为 / W =0 的根. 

11 .用牛顿法和求重根迭代法 （4. 13) 和 （4. 14) 计算方程 f ( x ) 

sin - f 2 =0的一个近似根，准确到 1( T 5 ，初始值^) = Y * 


12 .应用牛顿法于方程； c 3 - 


3 


0,导出求立方根 ’ a 的迭代公式，并讨论 


其收敛性. 


13 .应用牛顿法于方程 / Y ；0=1 -七=0,导出求 a 的迭代公式，并用此 
公式求 115的值. 

14 . 应用牛顿法于方程 f ( x )= X - a = 0 和 f ( x )= l - "^ = 0,分别导出 

X 

求'\的迭代公式，并求 


lim 


a - Xk+ 


a - Xk 


15 .证明迭代公式 


及+1 


Xi( Xk +?> a 
3 ^ + a 


是计算 a 的三阶方法假定 初值％ 充分靠近根 x ，求 


lim 


a ■ Xk+ 


a - Xk 


16 .用牛顿法解方程组 


+ 


4, 


取 x ° = (1 .6,1 2 ) T • 







第 8 章矩阵特征值问题计算 



物理、力学和工程技术中的很多问题在数学上都归结为求矩 
阵的特征值问题例如，振动问题（大型桥梁或建筑物的振动、机械 
的振动、电磁振荡等），物理学中某些临界值的确定，这些问题都归 
结为下述数学问题. 

定义1 (1) 已知犬= ( 先知 x „， 则称 

A - Qx\ d\2 ■■’ Q\ n 


cpfA ) = detfA/ - A) = det 


- an A - an 


Ctl n 



- Qn\ 



■ dn2 


w 

■ ■ ■ ^ _ Cln n 


二入 ” -(an + 從2 + … + a "， ）入’'— 1 + (次级 < « - 2的项） 

为 A 的特征多项式. 

A 的特征方程 

cp ( 入）二 detfA/ - A) = 0 (11) 

一般有《个根（实的或复的，重根按重数计算当 A eR HXn 时， 
cp (入）=0 为实系数《次代数方程，其复根共轭成对出现），称为 A 
的特征值用入 04) 表示 A 的所有特征值的集合. 

(2) 设入为 A 特征值，相应的齐次方程组 

(\1 - A)x 二 0 (1 2) 

的非零解 x 称为矩阵 A 的对应于入的特征向量. 

例1求 A 的特征值及特征向量，其中 
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2 1 0 

A = I 3 I . 

0 1 2 

解矩阵 A 的特征方程为 

cp (入）= detfA/ - =入 3 - 7 入 2 + 14A - 8 = 0 ， 

求得 a 特征值为： 

入 1 = 1 ， 入 2 = 2 ， 入 3 = 4 . 

对应于各特征值矩阵 A 特征向量分别为. • 

1 1 1 
x\ = - 1 , X 2 = 0 ， X3 = 2 . 

1 - 1 1 
下面叙述有关特征值的一些结果. 

定理1 设入为 A 6 R …的特征值且 Ar =入1，其中则 

(1) ( h 为 cA 的特征值 k 为常数 c 矣()），• 

(2) 入 - p 为 A - pi 的特征值，即 - pl ) x = (A - p ) x ; 

为 W 的特征值， • 

(4) 设 a 为非奇异阵，那么人矣0且 f 为特征值，即 

A 1 x = ~~x . 

A 

定理2 设入，（/ = 1，2,…， n ) 为 n 阶矩阵(你特征 

值，则 

n n 

(I ) y~\i = ai = trf A ); 

\TT i^T 

(2) det ( A ) - AiA 2 mmm K n . 

定理 3 设则 

入 （ A 1 )= 入⑷ • 

定理 4 设 A 为分块上三角阵，即 
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An 


A = 


Al2 … Aim 

A22 … Aim 


w . 
A 


其中每个对角块 A 均为方阵，则- U \( Ai ). 

/ = 1 

定理5 设 A 与 B 为相似矩阵（即存在非奇异阵 P 使 

B=p- i AP),m 

( 1 ) A 与忍有 相同的特征值，• 

(2) 如果 j 是忍 特征向量，则&是 A 特征 向量. 

定理5说明，一个矩阵 A 经过相似变换 ( A-^B = P 1 ，则 

A 的特征值不变. 

定义2设"，如果 A 有一个重数为&的特征值入且对 
应于 A 矩阵 A 的线性无关的特征向量个数少于^一般 < 以，称 A 
为亏损矩阵. 

一个亏 损矩阵是一个没有足够特征向量的矩阵，亏损矩阵在 
理论上和计算上都存在困难. 

定理6 (1) 义^化^可对角化，即存在非奇异矩阵 / M 吏 


P 1 AP = 


入2 


W 


的充要条件是 A 具有 n 个线性无关的特征向量. 

(2) 如果有 m 个不同的特征值入！，入 2 ，… ，入^ 

贝 lj 对应的特征向量 Xl ， X 2 ， Xm 线性无关. 

定理7 ( 对称矩阵的正交约化 ） 设 a e ir x " 为对称矩 
阵，则. • 

(1) A 的特征值均为实数; 




B 
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(2) A 有 n 个线性无关的特征向量 

(3) 存在一个正交矩阵 P 使得 




P'AP 


入2 


W 


A n 


且入/ ( / = 1，…，为 A 特征值，而 P = ( wi ，秘， w ") 的列向量队 
为 A 的对应于入，的特征向量. 


下面讨论矩阵特征值界的估计. 


定义 3 设 A 


( Oij ) 


•令 •• ( l)n 


y 

j = i 


I aij I 


(i 




1， 


2 r -, n );(2 ) 集合 D 




{z I I z - an I < ri y z ^ C } •称复平 


面上以为圆心，以 r ， 为半径的所有圆盘为 A 的 Gerschgorin 
圆盘. 


定理8 ( Gerschgorin 圆盘定理） （1) 设^4=(你） 

每一个特征值必属于下述某个圆盘之中 


，则 A 的 


/ 入 - a " / < 厂/ =厂 / aij I ( i = I y 2 y mmm y n ). 

j 丰 i 

或者说， A 的特征值都在复平面上 n 个圆盘的并集中. 

(2) 如果 A 有 m 个圆盘组成一个连通的并集心且 S 与余下 
n - m 个圆盘是分离的，则 S 内恰包含 A 的 m 个特征值. 

特别地，如果 A 的一个圆盘 D , 是与其他圆盘分离的（即孤立 

圆盘），则 D , 中精确地包含 A 的一个特征值. 

证明只就给出证明.设入为 A 的特征值，即 

Ax = 入 1 ，其中 1= ( Xl , X 2 , mmm , ^Cn) T 矣 0 • 

记 I xt I = max 1 x 1= || x || co 矣0考虑 Ar =\x 的第 k 个方 

1 < i < n 


程，即 
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或 

于是/入 
即 


Y" Okj Xj 


\Xk ， 


(K - Cthk) Xk 



aKi xj ， 


akk I I Xk I < 



I dkj I I Xj I < I Xk I 



dkj 



/ 入 -to / < 




Vk . 


这说明， A 的每一个特征值必位于 A 的一个圆盘中，并且相 
应的特征值入一定位于第个圆盘中（其中6是对应特征向量 X 
绝对值最大的分量的下标）. 

利用相似矩阵性质，有时可以获得 A 的特征值进一步的估 
计，即适当选取非奇异对角阵 

a 1 


D 1 = 


0 2 


w 


a 1 


并做相似变换 / r 1 ad = ^ .适当选取 a (/= 1，2,…， ㈤ 可 

CI / nX n 

使某些圆盘半径及连通性发生变化. 

例2估计矩阵 

4 1 0 

A = 1 0 - 1 

11-4 

特征值的范围. 

解 A 的3个圆盘为 

a •• / 入 - 4 / < 1 ， 

a : / 入 / < 2， 

n : / 入 + 4 / < 2 • 
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由定理8,可知 A 的3个特征值位于3个圆盘的并集中，由于 
n 是孤立圆盘，所以 o 内恰好包含 a 的一个特征值入：（为实特 
征值），即 

3 < Ai < 5 

A 的其他两个特征值入 2 ，入 3 包含在 H , Lh 的并集中. 

现选取对角阵 

1 

D x = 1 


做相似变换 


0 9 


4 1 

A = D l AD = 1 0 

0 9 0 9 


0 

10 

9 

- 4 


A 的 3 个圆盘为 

Ei : / 入 - 4 / < 1， 

1Q 

E ! : / 入 / < j ， 

B •• / 入 + 4 / < 1 S • 

显然，3个圆盘都是孤立圆盘，所以，每一个圆盘都包含 A 的 
一个特征值（为实特征值）且有估计 

3 < Ai < 5, 


-h <入 2 < h ， 

9 9 

- 5 .8 < 入 3 <-22. 

下面给出理论上有关通过酉相似变换及正交相似变换可以约 
化一般矩阵到什么程度的问题. 

定理9 (Schur 定理）设 A € 则存在酉阵 f / 使 





■ 298 - 


第8章矩阵特征值问题计算 



厂12 



If AU = 



w 


= R ( 上三角阵）， 


其中 r “ i = U 2, …， n ) 为 A 的特征值 • 

当时，如果限制用正交相似变换，由于 A 有复的特征 
值， A 不能用正交相似变换约化为上三角阵.用正交相似变换能 
将"约化到什么程度呢？ 

定理 10( 实 Schur 分解）设'则存在正交矩阵0使 

Rll Rl2 Rl m 



R.m m 

其中对角块 R "( i = l ，2, …， m ) 为一阶或二阶方阵，且每个一阶 
是 a 的实特征值，每个二阶对角块 a 的两个特征值是 a 的两个 
共轭复特征值. 

我们转向实 Schur 型的实际计算. 

定义4设 A 为 n 阶实对称矩阵，对于任一非零向量 X ，称 


R(x) = 


(Ax. x) 

(x, x) 


为对应于向量 x 的瑞利 （ Rayleigh ) 商. 

定理 11 设为对称矩阵（其特征值次序记为入 i >入 2 


>"_>入《),则 



v / (Ax. x) 

.An ^ ~ 彡八 1 

(x, x) 


(对任何非零 


2 .Ai 


(Ax. x) 
max ^~ 

xe R n ( X) 
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•入《 


• ( Ax 9 x) 

， (X,x) 


证明只证1，关于2,3留作习题. 

由于 A 为实对称矩阵，可将入！ ， A 2 ，…入对应的特征向量 A ， 
xi y - y Xn 正交规范化，则有 (Xi y xj ) = 6 U . 为 R " 中任一向 

量，则有展开式 


_ _ 2 2 

x = ° iXi > x 2 - y~ ^ ^ 0, 

i^T i^T 

于是 


(Ax 9 x) 
(x, x) 


厂 d 入/ 

iTT 



i= 1 


从而 1 成立结论 1 说明瑞利商必位于入„和入，之间. 

关于计算矩阵 A 的特征值问题，当《=2,3时，我们还可按行 
列式展开的办法求 cp (入 ）= 0 的根但当《较大时，如果按展开行列 

式的办法，首先求出 cp ( A ) 的系数，再求 cpA ) 的根，工作量就非常 
大，用这种办法求矩阵特征值是不切实际的，由此需要研究求 A 

的特征值及特征向量的数值解法. 

本章将介绍一些计算机上常用的两类方法 ，一 类是幂法及反 
幕法（迭代法），另一类是正交相似变换的方法（变换法）. 


8. 2幂法及反幂法 


8 .2.1 幂法 

幂法是一种计算矩阵主特征值（矩阵按模最大的特征值）及对 
应特征向量的迭代方法，特别适用于大型稀疏矩阵.反逆法是计算 
海森伯格阵或三对角阵的对应一个给定近似特征值的特征向量的 
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有效方法之一. 

设实矩阵有一个完全的特征向量组，其特征值为 

入1，入2，…，入《，相应的特征向量为 X \ y Xl y ''' y Xn .已知的主特征值 
是实根，且满足条件 

/ Al / > / 入2 / >/ 入3 /> … > l\n / , (2 1) 

现讨论求入 i 及力的方法. 

幂法的基本思想是任取一个非零的初始向量，由矩阵 A 构 
造一向量序列 


w = Avo 

vi = Av\ = A 2 炖， 

■ ■ ■ 

Vk + 1 = Avk = A k+X V) y 


(2 2 ) 


称为迭代向量.由假设^可表示为 

K ) — Ql Xl + Cb Xl + ' ' ' + GnX n (设 Ql 矣0)， f 2 3 ) 

于是 

Vk = Avk -\ = A k vo = QiAf x \ +Ch 入 + …+ O/A \xn 

n 

=W Qi xi + (A/Ai ) k Xi 三入 ffa』+ “）， 


其中 £& = Al ) k Xi .由假设 

/ A / Ai / < 1( i = 2,3 , mmm , n ) ，故 lim £ a ： = 0 ，从而 

众一 ► oo 

lim 77 = Oi x \ . 

—入 f 


(2 A) 


这说明序歹越来越接近 A 的对应于入 1 的特征向量，或者说 


当/:充分大时 


Vk ~ ciiAf ， 


(2 5 ) 
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即迭代向量14为入 i 的特征向量的近似向量（除一个因子外）. 

下面再考虑主特征值夂的计算，用表示 V * 的第/个分 
量，则 


故 


(Vk + \ ) j 
(Vk)i 


= Ai 


Ql ( X\ ) i + k+\ ) i 

Ol ( X\ ) i + (I k ) i 


(2 6 ) 


lim 


Vk + 


(Vk )i 


入 


(2 V 


也就是说两相邻迭代向量分量的比值收敛到主特征值. 

这种由已知非零向量 M ) 及矩阵 A 的乘幂上构造向量序列 
fvj 以计算 A 的主特征值入 i (利用 （2. 7) 式)及相应特征向量（利用 
(2. 5) 式）的方法称为幂法. 


由 （2. 6) 式知， 


Vk 


(Vk) i 


Ai 的收敛速度由比值 




来确 


定， r 越小收敛越快，但当 r 


入 


2 




1时收敛可能就很慢. 


总结上述讨论，有 

定理12 设"有《个线性无关的特征向量，主特征值 

入1满足 


/ Ai / > / 入 2 / >/ 入 3 /> … >l\n / , 

则对任何非零初始向量 vfCh 矣0)，（2 4)， （2 7) 式 成立. 

如果 A 的主特征值为实的重根，即 Ai = A 2 ■，且 

/ A , / > / 入 ,+ 1 / > … > / 入 „ / ， 

又设 A 有《个线性无关的特征向量入对应的 r 个线性无关特征 
向量为 xi ， X 2 ，^，则由 （2. 2 ) 式 


Vk = A k vo = m y "OiXi + y~ Qi(kjk\ ) k Xi ， 

\TT /^TTi 

r r 

lim ° iXi 设 O / X / ^ 0 . 

trr 
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这说明当 A 的主特征值是实的重根时，定理5的结论还是正 
确的. 

应用幂法计算 a 的主特征值入，及对应的特征向量时，如果 
I 入1丨> 1 ( 或 I 入1丨< 1 ) ，迭代向量 n . 的各个不等于零的分量将随 
Zc — oo 而趋向于无穷（或趋于零），这样在计算机实现时就可能“溢 

出”.为了克服这个缺点，就需要将迭代向量加以规范化. 

设有一向量将其规范化得到向量 


u 


V 

max ( v ) 


其中 max ( v ) 表示向量 v 的绝对值最大的分量，即如果有 


贝 lj max ( v ) = v /。 ， 且 i 为所有绝对值最大的分量中的最小下标. 

在定理12的条件下幂法可这样进行.•任取一初始向量#0 
(Oi 矣0)，构造向量序列 max ( v ) 


Vi = Auo = Avo y 


vz 二 Au \ 



max(Avo ) 


U\ = 


v \ _ Avo 
max(vi ) max ( Avo ) 


ui = 



max ( i ^ ) max ( A 2 M )) 


k 


A vo 


k 


A vo 


Vk 


max ( A ^ 1 V )) 


Uk 


max 


( A k vo ) 


由 （2. 3) 式 


k 


A vo 


Y" aA/ 


X 


A / 01 "h 



a 


A, 

A! 


k 


X 


(2 S) 


k 


A \ Qi X\ 


k 


Uk 


A vo 



ah 

A 1 


k 


max(A vo 


k 


max 入 i Qi x \ 



a 


A . 

A ! 


k 


Xi 
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k 


Qi X\ 



入 , 

Oi ~ X 

八 1 


—► 


X\ 


max Qi x\ + 



入 , 


k 


max(x 


(k 


Oi — x 

A i 


这说明规范化向量序列收敛到主特征值对应的特征向量. 


同理，可得到 


Af Qi 


X\ 



o 


K 

A ! 


k 


X 


Vk 


max 




X\ 



a 


入 


A ! 


Xi 


入 i max Qi x\ 


max (Vk) 



a 


/w 


k 


Xi 




max Qi x\ 



a 




入 


X/ 


( k — 叫 ， 

收敛速度由比值 r = 1入 2 /〜 I 确定.总结上述讨论，有 

定理13设”有《个线性无关的特征向量，主特征值 

入1满足 I 入1丨> I 入2 I > I 入3丨 > … > 1入《 I ，则对任意非零初始向量 
K ) = Wo fa 矣0)，按下述方法构造的向量序列 f 队 }，{ Vk }: 

妁 - w 关0 ， 

Vk - Auk -\ , 

(k= 1，2,…）， (2 9 ) 

|J k 二 maxf Vk ) , 

Uk = Vk / \^k . 

则有 


(l) limun = 

k— oo 


Xi 

max(xi) 


(2) limm = 入 1 • 

k— oo 

例 3 用幂法计算 
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1 

•0 

1 .0 

0 5 

A = 

1 

•0 

1 .0 

0 25 


0 

5 

0 25 

2 .0 


的主特征值和相应的特征向量计算过程如表 8-1 . 

下述结果是用8位浮点数字进行运算得到的，的分量值是 
舍入值.于是得到 

Ai « 2 5365323 

及相应的特征向量 (0 7482,0 .6497, If Ai 和相应的特征向量的 

真值 (8 位数字）为 

K = 2 5365258, 

璁= (0 .74822116,0 .64966116,1 ) T . 


表 8-1 


k 

wl (规范化向量） 

max(V/J 

mm 

fl 

1 

U 


1 

(0 9091 

0 S 182 

U 

2 7500000 

5 

(0 .7651 

0 .6674 

U 

2 5587918 

msm 

(0 .7494 

0 .6508 

U 

2 5380029 

15 

(0 .7483 

0 .6497 

U 

2 5366256 

16 

(0 .7483 

0 .6497 

u 

2 5365840 

17 

f 0 .7482 

0 .6497 

u 

2 5365598 

18 

(0 .7482 

0 .6497 

u 

2 5365456 

19 

fO .7482 

0 .6497 

u 

2 5365374 

20 

fO .7482 

0 .6497 

u 

2 5365323 


822 加速方法 
原点平移法 

由前面讨论知道，应用幂法计算 A 的主特征值的收敛速度主 
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要由比值 r = h 来决定，但当 r 接近于1时，收敛可能很慢.这时， 

八2 

一个补救的办法是采用加速收敛的方法. 

引进矩阵 

B = A - pi , 

其中为选择参数.设 A 的特征值为入，，入 2 ，…， A „ ，则 B 的相应特 
征值为入1 _ 入2 _ P ，…， kn _ ；?，而且的特征向量相同 • 

如果需要计算 A 的主特征值入 i ，就要适当选择使入 i - !?仍 
然是 B 的主特征值，且使 


入2 - /? 


入2 

入1 ■ P 

< 

A ! 


对 B 应用幂法，使得在计算 B 的主特征值入 i P 的过程中得到加 

速这种方法通常称为原点平移法对于 A 的特征值的某种分布， 
它是十分有效的. 

例4设 AeR 4X4 有特征值 

K = 15 - j (j = 1, 2,3,4), 

比值 r=^0 9 作变换 


B = A - pi (p = 12) y 

则 B 的特征值为 


|J 1 — 2 , |J2 — 1 ，口 3 = 0 , |J4 = _ 1 • 
应用幂法计算 B 的主特征值…的收敛速度的比值为 



虽然常常能够选择有利的 p 值，使幂法得到加速，但设计一 

个自动选择适当参数的过程是困难的. 

下面考虑当 A 的特征值是实数时，怎样选择 P 使采用幂法计 
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算入 i 得到加速. 

设 a 的特征值满足 

入 1 > 入2 > … >入《_1 > 入《, (2 .10) 

则不管 p 如何 ， B = 〆 的主特征值为 A , - pH p .当我们 
希望计 算\ 1 及^时，首先应选择 p 使 

/ 入1 - p 丨 > 丨 Kn - pi ， 

且使收敛速度的比值 

_ / 入2 ■ /7 / / 入 ^ ■ /7 / • 

03 = max -- , , - I - mm • 

/ Ai - pi I A \ - p I 

显然，当 - t "^， 即 pj ^^ p 时 CO 为最小，这 
时收敛速度的比值为 

入2 - p A ,, - P — 入2 -入》 

入1 - h \ - p 2 Ai -入 2 -入,， • 

当 A 的特征值满足 （2. 10) 且 A 2 ， A „ 能初步估计时，我们就能 

确定 〆 的近似值. 

当希望计算入 n 时，应选择 

入1 + 入 /! - 1 * 

p = = p ’ 

使得应用幂法计算入 《 得到加速. 

例5计算例3中矩阵 A 的主特征值. 

作变换 〆 ，取 p =a 75 ,则 

0 25 1 05 

B = 1 0 25 0 25 . 

05 0 25 1 25 

对 忍应用 幂法，计算结果如表 8-2 . 
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表 8-2 


k 

u T k (规范化向量） 

max( v k ) 

mm 

fl 

1 

U 


5 

(0 .7516 

0 .6522 

1) 

1 7914011 

6 

(0 .7491 

0 .6511 

1) 

1 7888443 

7 

(0 .7488 

0 .6501 

1) 

1 7873300 

8 

(0 .7484 

0 .6499 

1) 

1 7869152 

9 

(0 .7483 

0 .6497 

1) 

1 7866587 

mm 

(0 .7482 

0 .6497 

1) 

1 7865914 


由此得 B 的主特征值为…^1 .7865914， A 的主特征值入 i 为 

入！ a Mi + 0 75 = 2 5365914, 

与例3结果比较，上述结果比例3迭代15次还好若迭代15次， 
Mi = 1. 7865258( 相应的心= 2 5365258). 

原点位移的加速方法，是一个矩阵变换方法.这种变换容易计 
算，又不破坏矩阵 a 的稀疏性，但 p 的选择依赖于对 a 的特征值 
分布的大致了解. 

瑞利商加速 

由定理11知，对称矩阵 A 的入！及入 n 可用瑞利商的极值来表 
示.下面我们将把瑞利商应用到用幂法计算实对称矩阵 a 的主特 
征值的加速收敛上来. 

定理14设 a e ir x ”为对称矩阵，特征值满足 


/ Ai / > / 入2 / >/ 入3 /> … > l\n / , 

对应的特征向量满足=6 , y ，应用幂法（公式 （2. 9)) 计算 A 
的主特征值入1，则规范化向量 w 的瑞利商给出入1的较好的近似 


(Auk , Uk) 

(Ilk , lik ) 


Ai + O 


入 


2 k 


2 


A ! 
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证明由 （2. 8) 式及 


k 


Uk 


A uo 


k 


max(A Mo ) 


, T 4 +i 


Au 


A k " 


k 


k 


max(A Mo) 


得 


( Auk , Uk ) ( A k+l U ) , A k uo ) 


ydjK 2 j k+l 


(Uk ， Uk ) 


( A k uo , A k uo ) 


yd.K 


k 


K + O 


入 


2k 


2 


A, 


(2 11 ) 


823 反幂法 

反幂法用来计算矩阵按模最小的特征值及其特征向量，也可 
用来计算对应于一个给定近似特征值的特征向量. 

设 A € R nX " 为非奇异矩阵， A 的特征值次序记为 

/Al I >1\ 2 1> ■■- > l\n I , 

相应的特征向量为 f x 2 ,--- fXn ,m a 1 的特征值为 


1 


1 


1 


> 


> ■__ > 


入 /2 


入 Ai - 1 


Ai 


对应的特征向量为 X , ,Xn-l■ ,Xl . 

因此计算 A 的按模最小的特征值 A ,, 的问题就是计算的 
按模最大的特征值的问题. 

对于 A 1 应用幂法迭代（称为反幂法），可求得矩阵 A 1 的主 
特征值1/入,,，从而求得 A 的按模最小的特征值入„ . 

反幂法迭代公式为： 

任取初始向量 M ) = ttb #0,构造向量序列 

Vk = A 1 Uk 1 

Vk (k = 1，2,…） • 


Uk 


max( Vk) 
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迭代向量 V 。可以通过解方程组 

Avk = Uk 1 

求得. 

定理15设 A 为非奇异矩阵且有个线性无关的特征向量， 
其对应的特征值满足 

/ Ai />/入2 /> … > 丨 h n -' / > /入《 / > 0， 

则对任何初始非零向量 wo (a #0)，由反幕法构造的向量序列 

{ Vk 满足 


(I ) limu 


x 


k 


max( Xk) y 


(2) limmax(T4) 




A n 


收敛速度的比值为 


入 《 


A 


在反幂法中也可以用原点平移法来加速迭代过程或求其他特 
征值及特征向量. 

如果矩阵 ( a - 厂 1 存在，显然其特征值为 

1 1 1 




- P 


，入 


- P 


，入 


■ P 


对应的特征向量仍然是 X ， X2，"，Xn .现对矩阵_ 〆 厂 1 应用幂 
法，得到反幂法的迭代公式 


W = 


Vk 


的矣0,初始向量 

(A - pi) 1 Uk \ 


(k = 1 ， 2 , • 


(2 12 ) 


Vk 


Uk 


max( Vk) 


如果 p 是 A 的特征值入 y 的一个近似值，且设 \ 与其他特征 


值是分离的，即 


/ - pin /A/ - pi (i 幸 j ) ， 


1 


就是说 f ■:是 (A - 厂 1 的主特征值，可用反幂法 （2. 12) 计算特 


P 
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征值及特征向量. 

设有 n 个线性无关的特征向量则 


其中 


w = y OiXi (Qj 关 o ), 



(A - pi)' k uo 
max( (A - pl) {k ' X) Ud) 

(A - pi) k uo 

w _ 

max( (A - pl)_ k uo) ’ 



(A - pI)— k uo = [Ch ( 入 ;- p) k Xi ， 

i^T 

同理可得： 

定理 16 设 A € R" X ”有 《 个线性无关的特征向量， A 的特征 
值及对应的特征向量分别记为入及 x / ( / = 1，2，…，，而 p 为 Kj 
的近似值 ， （A - 厂 1 存在，且 

/ 入 j - p / n / 入 / - pi (i ^ j) • 

则对任意的非零初始向量 MoOz + O , 由反幕法迭代公式 （2 12) 构造 
的向量序列 f vd ， f 队7满足 


(I ) limu 


X] 


k 


max( xy ) y 


(2) limmax( 14) 




入 ,- 


P 


，即 


p + — \~ : —K (当 , 

max( Vk) 

且收敛速度由比值 r = I 入, - pi / mini 入，•- pi 确定. 

l 丰 j 

由该定理知，对 A - pJ (其中应用反幂法，可用来计算 
特征向量 X ,只要选择的 P 是入 j 的一个较好的近似且特征值分离 
情况较好，一般 r 很小，常常只要迭代 一二次 就可完成特征向量的 
计算. 
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反幂法迭代公式中的14是通过解方程组 

(A - pi) Vk = Uk 1 

求得的为了节省工作量，可以先将 a - 进行三角分解 

P(A - pi) = LU, 

其中 p 为某个排列阵，于是求 w 相当于解两个三角形方程组 

Lyk = Puk \ , 

Uvk = yk • 

实验表明，按下述方法选择是较好的.•选使 

Uv ^ = Z ； 1 /^。 = (2 .13) 

用回代求解 (2 13) 即得 m ，然后再按公式 （2 .12) 进行迭代. 

反幂法计算公式 

1 . 分解计算 

P(A - pi) = Lt/ ， 且保存 1 ， {/ 及尸信息 . 

2 .反幂法迭代 

⑴解 W = (1， …， 1厂求奶 

Mi - max(vi ) , u\ - Vi/ |Ji 
(2) k=2,3, … 

1) 解 Lyk = Puk 1 求 > 

解 fM = yk 求 14 

2) \Jk = max (14) 

3 ) Uk = Vk / \Jk 

例 6 用反幂法求 

2 1 0 
A = l 3 l 

0 1 4 

的对应于计算特征值入 =1. 2679( 精确特征值为入 3 = 3 - 3) 的特 

征向量（用5位浮点数进行运算）. 

解用部分选主元的三角分解将 A - (其中 1.2679) 分 
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解为 

P(A - pi) = LU, 

其中 

1 0 0 

L = 0 1 0， 

0 7321 - 0 26807 1 

1 1 7321 1 

U = 0 I 2 7321 ， 

0 0 0 29405 X 10 3 

0 1 0 

P - 0 0 1 . 

1 0 0 

由 = n ， i ， i ) T ,得 

Vi - (12692, - 9290 3,3400 .8 / , 
ux = (1， - 0 .73198,0 26795 / , 

由 LUv2 = Pu\ y ^ 

vi = (20404, - 14937,5467 A) T , 
ui = (l y - 0 73206,0 26796/ , 

入 3 对应的特征向量是 

= (1,1 - 3,2 - 3 ) t ~ (1, - 0 .73205,0 26795 ) T , 

由此看出以2是 X 3 的相当好的近似. 

特征值入3 .2679 + 1/ M 2 = 1. 26794901，入3的真值为入 3 = 

3 - 3 = 1 26794912■■- . 

8. 3 豪斯霍尔德方法 

8 3 1 引言 


本节讨论两个问题 
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( 1 ) 用初等反射阵作正交相似变换约化一般实矩阵 A 为上海 
森伯格阵. 

(2) 用初等反射阵作正交相似变换约化对称矩阵 A 为对称三 
对角阵. 

于是，求原矩阵特征值问题，就转化为求上海森伯格阵或对称 
三对角阵的特征值问题. 

832用正交相似变换约化一般矩阵为上海森柏格阵 

设 A = ( aj ) e R f,x " .下面来说明，可选择初等反射阵 
f / 2 , …，仏_ 2使4经正交相似变换约化为一个上海森伯格阵. 

⑴设 



Cbi 1 CLi2 


Cln n 


其中 Cl =( Cti y ' mm y am ) T € R /7_ 1 ， 不妨设 Cl 关 0 ， 否则这一步不需要 
约化.于是，可选择初等反射阵允=/-^ 1 WiWi 使 /fid = - CTm ， 


其中 


令 


CJi = sgnf an ) ^ di\ 

u \ = ci + Oi e ^ 

(3i = O] (Gi On ). 


f 3 .1) 


t/i 



R 


则 


ai 


R 


R a RA22 } R 


Ai = Ui Ai Ux 
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an 

(2) 

an 

(2) 

as 

(2) 

… an 

- CTi 

cLV 

dV 

… cLV 

0 

(2) 

(2) 

(2) 

Ch2 

Cb3 

… an 

• 争參 

0 

•秦參 

(2) 

an! 


• 争參 

… di 2 n 


A ? I 


0 Cl ' A 22 } 


其中 c 2 =( a ^ ，…， A 。 1 eR n \ a ^ } eR (n - 2)x(n ' 2) . 

(2) 第/:步 约化： 重复上述过程，设对 A 已完成第1步，…，第 
k - 1步正交相似变换，即有 


Ak — \ Jk - 1 Ak - 1 \ Jk - \ y 


或 




Ak = 



Ak - 

: Uk-X ■■■{/! Al t/l ■■- 

Uk-X , 



d\> 

( 2 ) 

Cll 2 - 

■_ m 

dA) 

d\ k) k+ 1 

■ ■ ■ 

n ( k ) 

Cl\ n 

- CTi 

( 2 ) 

022 - 

(k- \) 

■_ a ， k-\ 

(k) 

Chk 

(k) 

02 y k+\ 


(k) 

Ch n 


w 

• •參 

• 參 # 

• 秦 # 


• 參參 



- CJk -1 

(k) 

dkk 

(k) 

Clk ， k+ \ 

■ ■ ■ 

(k) 

dkn 




J ^ 

Clk -\-1 , k 

o!k+\ , k+ 1 

■ ■ ■ 

dk+\ , n 




# # • 

(k) 

dn k 

• • • 

(k) 

dn , k+ 1 

■ ■ ■ 

籲 # 參 

(k) 
dn n 


k n ■ k 


ASf j k 

— 0 仏 All H - ^ 

其中 a = ( cL^, k ,-",^) T 为 H 介上海森伯格阵，遮) 

^ n - k)X ( n- k) 

设 a 矣 0 ，于是可选择初等反射阵使 RkCk = - o k ei ，其中， 
R k 计算公式为 
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令 


则 



(J k = sgnf akl\,k) (dik } ) 


Uk = Ck + (J k ei y 

(3 ^ — (Jk ^ Qji+ \ , k + CJ ^ j , 

Rk — T ~ ^ k ll k Uk 


Uk = 



Rk 



Ak +1 = UkAkUk = 




Rk C k 


A ( 12 } R k 
RkA .22 Rk 



(3 2 ) 


(3 3) 


其中 为 k + 1 阶上海森伯格阵.第 々步 约化只需计算 
A[ 2 R k 及当 A 为对称阵时，只需计算 RkAii R k ). 

(3) 重复上述过程，则有 

Un-l'-VlUxAUxVl'-Vn-l 


an 

- CTi 


木 木 

dV * 


氺 

氺 


* 

* 


- Oi 


dV 



w 


W … 

rr ( n ' 2) 

■ vJn- 2 Cln - 1 , n- l 

- (Jn- 1 




总结上述讨论，有 

定理 17 ( 豪斯霍尔德约化矩阵为上海森伯格阵）设 
A € R" x "，则存在初等反射阵 GK 仏_ 2 使 

Un -2 … IhU ' AUyH -2 = Uo AUo = 丑(上海森伯格阵） • 

算法 1( 豪斯霍尔德约化矩阵为上海森伯格型）设 
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本算法计算找 Af /。 =丑(上海森伯格型），其中 t /。 = U ' lh … IL - i 为 
初等反射阵的乘积. 


1 . Uo^I 

2 •对于 k = 1，2 ，…， n - 2 

( 1 ) 计算初等反射阵兄使 

RkCk = - Ok£\ 

( 2 ) 约化计算 

L 

A IhAlh ， Uk = 


Rk 


(3) Uo—Uolh 

本算法约需要次乘法运算，要明显形成 a 还需要附加 
次乘法. 

例7用豪斯霍尔德方法将 

- 4 - 3 - 7 

A = A\ = 2 3 2 

4 2 7 

矢巨阵约化为上 Hessenberg 阵. 

解选取初等反射阵允使= -(^卜其中^ =(2,4) T • 
(1) 计算兄 ••d=max(2,4)=4, ci =(05, 1) T ( 规范化) 


则有 


CT = 1 25 - 1 .118034, 

m = cl +CT^i - (l .618034, if ， 

= CJ(CJ-h 0 5) = 1 .809017, 

CTi = on = 4 .472136, 

R\ = I - ^>\ x U\U\ . 


(2) 约化计算: 


R Ci 


■ CJi 奶 . 




8. 3 豪斯霍尔德方法 
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令 


则 


A = UiAUi = 


1 0 

Ui = ， 

0 R 

- 4 7 .602631 - 0 .447214 

- 4 .472136 7 .799999 - 0 .400000 - H . 

0 - 0 399999 2 200000 


833 用正交相似变换约化对称阵为对称三对角阵 


定理 18 ( 豪斯霍尔德约化对称阵为对称三对角阵) 
a e ir xw 为对称矩阵，则存在初等反射阵 m ， t / 2 ，仏_ 2 使 


设 


a 


b 


b 


a 


h 


Un- 


2 


■ ■国 


Ui Ui AUl Ui … Un- 


2 


w w 


w 


= C 


bn - 


2 


Ci - 


bn- 1 


bn-\ 


Cn 


证明由定理17,存在初等反射阵…，仏 - 2 使仏- 


2 


UilhAlAUi … U 


n - 2 


= H = At - 1为上海森伯格阵，且丄_ 1亦是对称 
阵，因此， Am 为对称三对角阵. 

由上面讨论可知，当 A 为对称阵时，由 A k ^ A k+ x = U k A k Uk — 
步约化计算中只需计算 L 及 減。 R k .又由于 A 的对称性，故只 
需计算 RH 的对角线以下元素.注意到 


RkA.22 } Rk = (I ~ ^A： 1 Uklll ) (A 22 - (3^： 1 A.2^ Ukllk 


) a - 1 ▲( k) t 


引进记号 


Vk = 


^)k l A 2 2 Uk 


€ R 


- k 


tk 


n - ^-( dr k )m 


€ R 


- k 


则 


RkA.22 Rk 


A 22 - liktk ■ tkU 


T 

k 


k + 1 ，…， n ， j 




k + 1 ，…， /) • 
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算法2 ( 豪斯霍尔德约化对称阵为对称三对角阵）设 

”为对称阵，本算法确定初等反射阵 Uk ( k = I ,---, n - 2) 使 
Un-2 … tA AG …仏 _2 = CY 为对称三对角阵） . C 的对角元 Ci( i = 1 ， 

…，⑴存放在数组内， C 的次对角元素 b 〖（ i = l ， …， n - 1) 存放 
在数组蜱幻内激组 W 幻最初可用来存放 n 及确定兄中向量 
m 的分量存放在 A 的相应位置趴冲掉 a «， 约化 A 的结果冲掉 
A ， 数组 A 的上部分元素不变.如果第&步不需要变换则置 h 
为零. 

1 •对于 k = 1，2 ，…， n - 2 

( 1 ) Ck 4 — akk 

(2) 确定变换你 

1 ) 计算 d = max I aik I 

众 + 1 < / < A2 

2) 如果3 = 0,贝 lj =0， h —0, 转 4 j 

3 ) 计算 aik uik = aJ d ( i = k l , mmm , n ) 

n 

4) O = sgnf Uk + \, k ) Uik 

/=TT 1 

5 ) Uk+ 1 , k ^~ Uk+ 1 , k +0" 

6 ) Okk — CT * Uk +1 , k 

1) bk <- O k = - d 

(3) 应用变换 

1) s^O 

2) 计算 ^ 4 ^ 队 及 ulrk 

i = k + 1 ，…， n 

i n 

( a ) /z - aij * ujk + an * m 

j^TT\ j^TTi 

( b ) s — s + h $ iM 

3) 计算 


h — ( h - ( s 木 Uik)/ (2^ ^>k) )/ ^>k 




8. 4 QR 方法 


■ 319 ■ 


(i 




k + 1 ， _■■，/!) 


4) 计算/^4以1对角线以下部分 

又寸于 i - k + 1，…， n，j 


k + \, 


■ ■ 


aij 


aij 


m * bj - h * ujk 


5 ) 继续循环 


2 . Cn- 


Qn - \ , n - 


Cn ax 


I?n - \ ^ Cln ， n - l 

对对称阵 a 用初等反射阵正交相似约化为对称三对角阵大 
约需要 f « 3 次乘法. 

用正交矩阵进行相似约化有一些特点，如构造的仏容易求 
逆，且仏的元素数量级不大，这个算法是十分稳定的. 


8.4 QR 方法 


8.4.1 QR 算法 

Rutishauser ( 1 958) 利用矩阵的三角分解提出了计算矩阵特 
征值的 LR 算法， Francis ( 1961, 1962) 利用矩阵的 QR 分解建立了 
计算矩阵特征值的 QR 方法. 

QR 方法是一种变换方法，是计算一般矩阵（中小型矩阵）全 
部特征值问题的最有效方法之一. 

目前 QR 方法主要用来计算：（1)上海森伯格阵的全部特征值 
问题， （2) 计算对称三对角矩阵的全部特征值问题，且 QR 方法具 

有收敛快，算法稳定等特点. 

对于一般矩阵 A e R ，，x " ( 或对称矩阵），则首先用豪斯霍尔德 
方法将 A 化为上海森伯格阵 B (或对称三对角阵），然后再用 Q R 
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方法计算 B 的全部特征值. 

设 a e ir x n ，且对 a 进行 q r 分解，即 

A = QR , 

其中为上三角阵， 0 为正交阵，于是可得到一新矩阵 

B = RQ = Q AQ . 

显然， 5 是由 a 经过正交相似变换得到，因此忍与 a 特征值相同 . 

再对 B 进行 QR 分解，又可得一新的矩阵，重复这一过程可得到 
矩阵序列： 

设 A = Ai 

将 Ai 进行 QR 分解扈 =QR 
作矩阵 A =RiQi = 0 T Ai 0 


求得 A 后将 A* 进行 QR 分解丄 =QkRk 
形成矩阵 A：+i = RkQk = (^k AkQk 


QR 算法，就是利用矩阵的 QR 分解，按上述递推法则构造矩 
阵序列{丄7的过程.只要 A 为非奇异矩阵，则由 QR 算法就完全 
确定 {•AJ • 

定理 19( 基本 QR 方法）设 A = A ^ R nXn 构造 QR 算法： 

A k = Q k R k (其中 这 Q k = 为上三角阵） ，• 

(4 1) 

Ak +\ = RkQk (k = 1，2，■■■)， 


记玀 =© a … a ， m 三怂…丛兄，则有 


( l ) Ak + 1 相似于丄，即 A 


A.k A k k y 


(2) A. 




(0a … (Q Q Q k ) 


Ai ^; 

(3) /的 QR 分解式为 A k • 


证明显然，现证用归纳法，显然，当 /:= 1 时有 
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A =©珮 =0 允，设 f • 1 有分解式 


于是 



猶观 a = Q\ Q amm (QkRk) mmm Ri 


二 Q\ Q … Qk \ AkRk \ … R\ 

二热 —i AkMk- i 

=i 狐 -1 = A (因为 A ：= 琢- 1 1). 

由第 5 章定理 30 或定理 31 知，将丄进行 QR 分解，即将丄 


用正交变换(左变换）化为上三角矩阵 




k 


R k 


其中这=凡 


Ak + 1 


尸2 C ,故 

QkAkQk = /V 1 … P 2 Pi 丄 Pi … PL 


这就是说 A +1 可由 A 按下述方法 求得: 


( 1 ) 左变换 /V ! A 上三角 阵）， • 

(2) 右变换你 〆 丼…片^ =丄 +1 . 

定理 20( QR 方法的收敛性） i 9： A =( au)e R nXn , 

(1) 如果 A 的特征值满足 /IM I > IA 2 I > ■■- > IAJ >0; 

(2) A 有标准 型盔=尤/从_ 1 其中 Z >= diag ( A ! ，入 2 ,…，入„)，且设 

Z 1 有三角分解 JT 1 = 为单位下三角阵， t / 为上三角阵，则 

由 QR 算法产生的 { AJ 本质上收敛于上三角矩阵，即 

X, * … * 


本质上 

Ak R = 


若记 A = #，则 

( I ) lima ? =入/,. 

k— oo 



氺 

■ ■画 


W •• 

入" 


(当 /： -> oo 时) 


(4 2) 
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(4 3) 


(2) 当 /> j •时， limd /) = 0 ; 

当/<7时乂尸极限不一定存在. 

证明可参阅/ . 

定理 21 如果对称矩阵 A 满足定理20的条件，则由 QR 算 
法产生的收敛于对角阵 Z>=diag (入 1 ，入 2 , …入） • 

证明由定理20即知. 

关于 QR 算法收敛性的进一步结 果为： 

设 A e R nX n ，且 A 有完备的特征向量集合，如果 A 的等模特征 
值中只有实重特征值或多重复的共轭特征值，则由 QR 算法产生 
的{丄.^本质收敛于分块上三角矩阵（对角块为 一 阶和二阶子块) 
且对角块中每一个 2 X 2 子块给出 A 的一对共轭复特征值，每一 
个一阶对角子块给出 A 的实特征值，即 



w 


入 m 



R 




w 

Bi 


其中 m + 2/= n ， Bi 为 2 X 2 子块，它给出 A —对共轭特征值. 


8 4 2 带原点位移的 QR 方法 

经分析指出：定理20中 lim 4? =入《的速度依赖于比值 a = 

oo 

lAy A n .! I ，当 a 很小时，收敛较快，如果 s 为) \ n 的一个估计，且对 
A - 运用 QR 算法，则 （ n，n - 1 ) 元素将以收敛因子 
I ( A , - s )/ ( Kn.r - WI 线性收敛于零， （ 〜幻元素将比在基本算法中 
收敛更快. 
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为此，为了加速收敛，选择 数列卜 i ， 按下述方法构造矩阵序 
列 f 丄入称为带原点位移的 QR 算法. 


设 A=Ai eR nXn 


对 A - & J 进行 QR 分解扃- ^ I=Q R 
形成矩阵 A =RiQi + ^ /= (A - ^ I)Q + 


Q " A Q 


求得 A 后，将 A 


k - Sk 


J 进行 QR 分解 


Ak - Ski = QkRk ， k = 3 , 4 ,"* (4 A) 

形成矩阵 

Ak+\ = RkQk Ski = Qk A k Qk (4 5) 

如果令极 =0^ … Q^M =/?广_及2允，则有 A + i =慼雄，并且 
矩阵 5 i 1 )(A - siI )--( A - SnI )= cp ( A )^ QR 分解式 


cpf A )= 踢孤. 

在带位移 QR 方法中，每步并不需要形成 0 和及，可按下面的 
方法计算. • 


首先用正交变换(左变换）将 A _ 化为上三角阵，即 


Pn-\ m P2 Pi (Ak - Ski) = Rk 

(当 A 为上海森伯格阵或对称三对角阵时， P , 可为平面旋转 
阵），则 

Ak+ 1 = Pn I • Pi Pi (Ak - Ski )1^ ■■■Pl-l + Ski . 

下面考虑用 QR 方法计算上海森伯格阵的特征值. 

设 B 为上海森伯格阵，即 

h \ hi b n 


hi 

B = 


hi … 
W W 


\)l n 


如果 b + i , i ^ O ( i = 1，2,… 


bn ， n - \ 


l?n n 


，n - 1)， 则称 B 为不可约上海森伯格阵 


♦ 
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设由定理17可选正交阵 t /。 使 H=Uo AU 为上海 
森伯格阵，对丑应用 QR 算法. 


QR 算法： H = H ' 
对于/:= 1，2,… 

Hk 


H k+ i 


QkRk 

RkQ 


( QR 分解) 


(4 6) 


不失一般性，可假设由 （4 6) 迭代产生的每一个上海森伯格阵 H k 
都是不可约的，否则，若在某步有 

P ^ - P 



于是，这个问题就分离为 A 与邳 2 两个较小的问题.当 p = n-l 
或2时，有 


Hu Hn n - 1 

Hk+ 1 — ,,.. 

o A"： } 1 

或 n - 2 2 

Hn Hi 2 n - 2 

H k+ i = * * , 

❶ * * 2 

即可求出 H 的特征值人《 = 或入 H ，入4由 H k + i 右下角二阶阵 
的特征值求得），且求好的其余特征值时，转化为降阶求好，的特 
征值. 

实际上，每当 从 +1 的次对角元适当小时，就可进行分离.例 
如，如果 

/ hp+ 1, p I (I hpp / + / /zp+ 1 ， p+ 1 / ) ， 

就把 h P+1 ， P 视为零 一般取£ = 10' 其中 f 是计算中有效数字的 




位数. 
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8 4 3 用单步 QR 方法计算上海森伯格阵特征值 


上海森伯格阵的单步 QR 方法： 选取& 并设 


hn hi 


III n 


H 


kn h.2 


W 


/fe n 


w 


a (设丑为不可约阵) 


hn ， n- 


hn n 


对于 k = 1 .2 f 


■ ■国 


(用位移来加速收敛 J 


Hk - Ski 


Q k R 


k 


H k 


RkQk + Ski 


由秘- ^从 + i 实际计算为 


( I ) 左变换 •• /V 


■ ■ 


, n 


P23 Pn(Hi - S ^ I ) =R (上三角阵) 


(2) 右 变换： Hi =R … Pi i， n + si 


其中 P k 


，k + 


P ( k ， k + 1 ) 为平面旋转阵. 


( l ) 左变换计算 


h 


k 


hkk ■ s\ (k = 1,2 


， n ) ， 


确定平面旋转阵 P 12 = 使 


rn 




V 


n 


V 


0 沿 AV 


Pn (Hi - Si I ) 


0 


hn 


/ Z 33 


av 

j(2) 

th n 
/fe n 


w 


w 


hn f n- 

设已完成第 1 次，…第 1 次左变换，即有 


hn n 


Pk 


1 , k 


■ ■ ■ 


P23P2 (Hi - Si I ) 
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rn 







參•參 參•參 參•參 

j(k) j(k) 

Tk- \ y k- \ ilk- 1 , k ■ ■ ■ ilk- 1 , n 

llk^ … }{kn • ( A 1) 

hk+ \ ， k _ ■ ■ hk -\-1 , n 


w 

hn ，/ 1 - 1 



确定平面旋转阵 Pk, k+ 1 = 尸 （/:，/:+ 1 )，使 hk 变为 0, 且完成第 /: 

次左变换 /^+ 彳八胃 ^…/^ 纟好 -^! /)) 计算（只需计算 （ 4. 7) 阵第 

/ ：行及第 A+1 行元素 ）• 

继续这一过程，最后有 


Pn-l,n Pl2 (Hi - S^ I) = Rl ( 上三角阵 ） • 


(2 ) 右变换计算 


Hi 


= R\ P\2 P23 ' ' ' P^n- l,n + 5 /, 


在第灸次右变换（兄 A … ）尸中，只需 计算兄 甙 … PU k 
列及第々 +1 列元素 . 


最后 


hk，k — h，k + s\ ( k = l y 2 y mmm y n). 



木 氺 ■ ■ ■ * 

( 为上海森伯格阵 ） • 

W W ... 

氺 氺 


由上述讨论指出，如果丑 eir x ” 为上海森伯格阵，则用 qr 算 
法产生的 ■ , m, 亦是上海森伯格阵.即上海森伯格 
阵在 QR 变换下形式不变 . 

下述定理 讨论一 个极端的情况 

定理 22 设：（ 1) 为不可约上海森伯 格阵； （ 2) M 为 
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H = H i 一个特征值.则 QR 方法 

a - [M = (QR 分解） 

Hi = RQ + IJI 

中 lln , i - 1=0, llnl = |J . 

证明记 

n 1 ■" T\n 

R = W ... ( 上三角 阵 ）. 

Tn n 

由设汉 为不可约阵，则上海森伯 格阵你 - MJ 亦为不可约.由将 
上海森伯格 阵好- 约化为上三角阵的平面旋转变换的取法 
可知 

/ n I > I h + \ ,i I ^ 0 ( i = 1,2 , …， n - 1), 

又因为 0 t (E - [ M ) 为奇异矩阵，从而得到 ^ =0 •因此 ， ft 
的最后一行为（0,0,…， 0，| J )， 即 

/i 2 J- 1 — 0, /£ 2 J — |J . 

这就启发我们在 QR 方法迭代中，参数&可选为，即从 
的元素通常可以作为特征值的最好近似. 

算法 3( 上海森伯格阵的 QR 算法）给定 H € R" X ”为上海森 
伯格阵，本算法计算 

Hi - si = QRi (QR 分解）（取 s = hnn ) 

Hi = R \ Q \ + si 
且 a 覆盖 H ( H = Hi ) 

1 • "ii — "ii - 5 

2 •对于 k = l ,2, mmm , n - 1 

(1) hk + \ ,k+ \ hk + \ ,k+ \ - s 

(2) 确定 P ( k ， k + 1) 使 

Ck Sk hkk rkk 

■ Sk Ck hk+1 ， k 0 
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(3) 左变换 
又寸 f j = k， …， n 

hkj Ck S k hkj 

4— 

hk+ l ， j Sk Ck hk -\-1 , j 

3 •对于 k = \ ,2 , mmm , n - 1 

( l ) 右变换 

对于 / = 1 ， 2 ，…， A ： + 1 

Ck - Sk 

(hik } hi f k+\ ) ^( hik ， hi ， k+ \ ) 

Sk Ck 


( 2 ) 
4 • 


hkk 4 — h 


kk 


s 


hn n ^ hn n + 5* 


如果用不同的位移 a = / iS ，反复应用算法 3 就产生正交相似 
的上海森伯格阵序列好，丛，…，从，….当/^匕充分小时，可将 

它置为零就得到好的近似特征值入《«/^ 将矩阵降阶，对较小 
矩阵连续应用算法. 

例8用 QR 方法计算对称三对角矩阵 

2 1 0 

A = Ai = 1 3 1 . 

0 1 4 

的全部特征值. 

解选取沿= ，则 a = 4 • 

P23 Pl 2 (Al - Si I) = R 

2 2361 - 1 342 0 .4472 


1 .0954 


Al 


RPJl P23 


Si 


- 0 3651 
0 .81650 
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1 

•4000 

0 

•4899 

0 


— 

0 

•4899 

3 

2667 

0 

.7454 • 


0 


0 

.7454 

4 

3333 


1 

2915 

0 

2017 

0 


Ai =■ 

0 

2017 

3 

•0202 

0 

2724 , 


0 


0 

2724 

4 

•6884 


1 

2737 

0 

.0993 

0 


Ax = 

0 

.0993 

2 

.9943 

0 

•0072 ， 


0 


0 

.0072 

4 

.7320 


1 

2694 

0 

•0498 

0 


A5 = 

0 

•0498 

2 

•9986 

0 

y 


0 


0 


4 

7321 


1 

2694 

0 

•0498 



m = 

0 

•0498 

2 

•9986 

♦ 



现在收缩，继续对 A 的子矩阵珮 gr 2 X 2 进行变换，得到 

T 1 2680 - 4 X 10' 5 

m = Pn (m - & i)Pi2 + & i = , 

- 4 X 10' 5 3 .0000 


故求得 A 近似特征值为 

入 3 v 4 .7321, 入 2 a 3 .0000 入 v 1 2680 . 

而 A 的特征值是 


入 3 = 3 + 3 ~ 4 .7321 >2 =3 .0 ,Ai = 3 - 3 - 1 2679 . 

算法3是在实数中进行选择位移 a =从彳，不能逼近一个复特 
征值，所以算法3不能用来计算 H 的复特征值. 


8 4 4* 双步 QR 方法（隐式 QR 方法) 


在本章第3节中将经过正交相似变换化为上海森伯 
格矩阵打，即 UoAU = 好，其中 H 不是唯一的.但是，如果规定了 
正交矩阵 f /。 的第一列，则 f /。 和 丑除差 ±1因子外唯一. 
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定理 23( 隐式 Q 定理）设 '且； 

( 1 ) 0=(《1妒"_心）及1 / =(於1^"14)都是正交阵，且有 q t aq 
= /^ f t af = g 都是上海森伯格阵. 

(2) 好为不可约上海森伯格阵，且 a =1^(即2与"第1列相 
同厂则: 

(1) V / = ±《/ ， 且 I / z /，/- 1 I = I g /，/- 1 I (i = 2 ，…， n ); 

(2) G = D 1 ™ ，其中 Z ) = diag ( l , ±1，._.,±1),即 丑和 G 在 

意义上“本质上相 等”. 


算法3不能用来求 H 的一个复特征值，当丑(上海森伯格阵) 
的依模最小特征值是复数时，位移参数&， &+1 可取为某步从右 
下角的二阶矩阵 


G = 


hn - 1 , / I - 1 
hn，n - \ 


hn - 1 , 


hn n 


(4 .8) 


的特征值. 

当 G 的特征 值&与 &为复数时，如果应用算法3就要引进复 
数运算，这对于实矩阵好是不必要的，事实上，在某些条件下，可 


以用正交相似变换将好约化为实 Schur 型. 

下面引进隐式位移的 QR 方法，即用与 & 作位移连续进行 
二次单步的 QR 迭代，使用复位移，又避免复数运算. 

(1) 设孖=况 eR ” x "为上海森伯格阵，取共轭复数作两 

步位移的 QR 方法，即 

Hi - 》I = Q R \ ， 

Hi — R Q\ + st I = ^ H\ Q ^ 


Hi - & I 




(4 .9) 


H , 




RiQi + & I = Hi QQ = Q t Hi Q , 


其中， 0 = Q 泛 ， R = 及允 • 
显然 M = (a - Si I)(IL - & J ) 有 QR 分解 

M = QR . 


(4 .10) 




8. 4 QR 方法 
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事实上，由 （4 9) 式并利用茲 - szl =^ ( H - 允有 


M= 


(IL - & I)Q R 


( QQRiQ')QR 


Q Q } Ri R 


QR . 


且 M 阵为实矩阵，这是因为（即使 G 特征值为复数) 


M 




H\ -( Si ) Hi + Si & , I , 


( 4 . II ) 


Sl + & = fin - l , n - l ~h fin n — S y — fin - l , n - 1 hn n ~ hn, n - 1 Iln - \ , n —— 

为实数.于是， （4. 10) 式为实矩阵 M 的 QR 分解，并且可以选取 0 
和0使 Q=Q Q 为实的正交阵.由此得出 




( QQ^f H ( QQ ^) 


Q t h,q 


是实矩阵. 


如果用下述算法就能保证 B 是实矩阵 


( a ) 直接形成实矩阵 M = H \ - sH ^ + tl 

( b ) 计算 Af 阵的实 QR 分解 M=QR 

(c) 令汉 =Q t H^Q 

但是 ( a ) 需要 CYn 3 ) 次乘法运算，不实用. 

( 2 ) 根据隐式 Q 定理，如果按下述算法进行，就有可能用 
0( H )次运算来实现从好到私的转换. 

( a 1 ) 求与0有相同第一列的正交阵 P 。 

( b ') 应用豪斯霍尔德方法将 F^O a Po 化为一个上海森伯格 


阵，即 


Pn 2 Pi Pi (Po Hi Po )R Pi Pn 2 


= ti . 


记 ^ = PoPl … Pn -2 ， 上式为 

Q J Hi Qi = ti . 

显然 ，泛的 第一列与尸。的第一列相同，即泛与2第一列相同 

= Poe . =办）若与 0 T 汉泛两者都是不可约上海森 
伯格阵，则由隐式2定理好'与从本质上相等. 

( 3 ) 如何寻求正交阵 Po • 
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由于 M=QR (为 M 的 QR 分解），则 


Me 


QRe \ = vw Qe \ . 


这说明 0 的第一列即是 M 第一列的一个倍数，于是，对 M 阵的第 


列（非零）寻求初等反射阵 P 。 使 


Po(Mei ) 


vw e \ 


(其中 


n 


- CT ) 


即 


M e \ 




vw Po e \ . 


这说明八与 0 具有相同的第一列. 
由于 M =( H - ^ I )( H - & J ), 则 


Me 


x , y , z ， 0 , … ， 0 ) 


T 


其中 


x = ( hw - s\ )( hii - &) + hi h \ 




y 


z 


hi + h\i kn - ^ hw + t y 

(hw - & ) h\ ( hi - s\ ) hi 

h\ ( h\ + hi - s ), 

kn hi . 


(4 12) 


双步 QR 方法：设 H=Hi 为不可约上海森伯格阵 . 

( a ) 计算 M 阵的第一列即按 (4 12 ) 式计算 


Me 


z,0, ■■- y 0) 


T 


( b ) 确定初等反射阵 Po 使 

Po(Mei ) 




- ct ei 


x 

即确定初等反射阵及 € R 3X3 使 i ?。 3 ; = - CJei ； 


z 


Po = 




(C) 计算初等反射阵 Pi ,Pn 

Pn 2 P 2 R (Po Hi Po ) Pi P 2 Pn 2 = ti 

为上海森伯格阵，则 0=00 与 gfsPoB Pn 2 第一列相同且 

ti = . 
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这样上面的算法就完成了从 B 到丛的变换，但没有明显的 
应用到位移&和& . 

算法的具体实现可参看文献及纟19厂本算法在数学库中均 
有相应软件，可直接使用. 


评 注 

本章介绍了计算一般矩阵主特征值及对应特征向量的迭代法 
(幂法），这种方法在计算过程中原始矩阵 A 始终不变.因此，这种 
方法适于求高阶稀疏矩阵的特征值问题.主特征值为复特征值的 
情况可参考文献 . 

反幂法是计算矩阵特征向量的一个有效方法，主要用来计算 
海森伯格阵或三对角矩阵的对应于一个给定的近似特征值的特征 
向量. 

本章还介绍了用正交相似变换的方法约化一般矩阵 A 为上 
海森伯格阵的豪斯霍尔德方法，计算一般矩阵 A 全部特征值问题 
的 QR 方法.这些方法都是利用矩阵的正交相似变换约化矩阵 A 
为某种简单形式，以期求 A 的特征值的方法.这种方法将破坏原 
始矩阵 . QR 方法（与豪斯霍尔德方法结合使用）具有收敛快，精度 
高的特点，是求任意实矩阵（中，小型）特征值问题的最有效的方法 
之一对计算矩阵特征值问题有兴趣的读者可进一步参考文献 
[13] ,[19],[20]. 


习 题 

1 .用幂法计算下列矩阵的主特征值及对应的特征向量： 

7 3 - 2 3 - 4 3 

(di) A\ = 3 4 - 1 , (b) A 2 = - 4 6 3 

- 2 - 1 3 3 3 1 
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当特征值有 3 位小数稳定时迭代终止. 

2 .利用反幂法求矩阵 

6 2 1 
2 3 1 

1 1 1 

的最接近于6的特征值及对应的特征向量. 

3 .求矩阵 

4 0 0 

0 3 1 

0 1 3 

与特征值 4 对应的特征向量. 

4 . a) 设 4 是对称矩阵，入和 || x || 2 =1) 是 4 的一个特征值及相应的 
特征向量.又设 P 为一个正交阵，使 

Px = e x = (1,0,…， 0 ) T • 

证明 B = il 4 P T 的第一行和第一列除了入外其余元素均为零. 

( b ) 对于矩阵 

2 10 2 

A = 10 5 - 8 ， 

2-8 11 

广 厂 rji 

入 =9 是其特征值， x= 是相应于 9 的特征向量，试求一初等反 

射阵 iM 吏 Px = 〜并计算 PAP 1 . 

5 .利用初等反射阵将 

1 3 4 

A = 3 I 2 

4 2 1 

正交相似约化为对称三对角阵. 

6 .设儿 d 是由豪斯霍尔德方法得到的矩阵，又设 y 是九^的一 个特征 
向量. 

(a) 证明矩阵 A 对应的特征向量是… 

( b ) 对于给出的^应如何计算 X 
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7 .用带位移的 QR 方法计算 

1 2 0 3 1 0 


( a ) A = 2 - 1 1 ， （ b ) B = 

0 1 3 


的全部特征值. 

8 .试用初等反射阵将 


1 

1 


A = 2 - 1 - 1 

2-4 5 

分解为的形式，其中 g 为正交阵， if 为上三角阵. 
9 •设 


4 




A = www 

- 1 4 


e R nXn y 


试确定 4 及 / T 1 特征值的界 . 

3 2 


4 


io .设 a= t L 又设入，•为^的特征值入为^的特征值， 


Xi = fell ， Cl 2 ，Cb ) T 为对应于入 / ， Ai l 的特征向量 ， y = (^1， P >2 尸为对应于入 y ， A22 
的特征向量.求证: 

⑴入，，入）为 A 的特征值. 

( 2 ) xi = fOi A A ，0,0厂为对应于入/， A 的特征向量， 

A = (0,0,0 此為厂为对应于 a 7 ， a 的特征向量. 
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9.1 引 言 

科学技术中常常需要求解常微分方程的定解问题.这类问题 
最简单的形式，是本章将要着重考察的一阶方程的初值问题 

y = f ( x, y) , (I 1) 

y( xo) = > . (1 2) 

我们知道，只要函数适当光滑——譬如关于: y 满足利 
普希茨 (Lip sc hitz ) 条件 

I f ( x, y) - f ( x ，, I < L I y - 療 I • (1 3) 

理论上就可以保证初值问题 （1. 1),(1. 2) 的解 ； y =； y (; c ) 存在并且 
唯 一. 

虽然求解常微分方程有各种各样的解析方法，但解析方法只 
能用来求解一些特殊类型的方程，实际问题中归结出来的微分方 
程主要靠数值解法. 

所谓数值解法，就是寻求解 ; y ( x ) 在一系列离散节点 

Xl < X2 < '" < Xn < Xn+\ < … 

上的近似值 : Vl ， > ，…，>，，… 相邻两个节点的间距4 = 

- I 称为步长.今后如不特别说明，总是假定& = h ( i = 1，2,…） 
为定数，这时节点为 Xn = xo + nh , n = 0， l ，2, … • 

初值问题 （1. 1),(1- 2) 的数值解法有个基本特点，它们都采取 
“步进式”，即求解过程顺着节点排列的次序一步一步地向前推进 • 
描述这类算法，只要给出用已知信息，>_ 2 ,…计算 > + 1 的 
递推公式. 
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首先，要对方程 （1. 1) 离散化，建立求数值解的递推公式 .一 

类是计算时只用到前一点的值 >，称为单步法.另一类是用 
到前面/:点的值 >，>」，…，，称为 A : 步法其次，要研 
究公式的局部截断误差和阶，数值解 > 与精确解;的误差估 
计及收敛性，还有递推公式的计算稳定性等问题. 


9.2 简单的数值方法与基本概念 


9 . 2 . 1 欧拉法与后退欧拉法 

我们知道，在 x ; y 平面上，微分方程 （1. 1) 的解； y = :称作 
它的积分曲线.积分曲线上一点（ X ，: y ) 的切线斜率等于函数 
f( x, y) 的值如果按函数 /( x ， : y ) 在 xy 平面上建立一个方向场， 
那么，积分曲线上每一点的切线方向均与方向场在该点的方向相 
一致. 

基于上述几何解释，我们从初 
始点尸。 （ X 。，> ) 出发，先依方向场 
在该点的方向推进到 Jd 上一点 
Pi ，然后再从片依方向场的方向 
推进到 X 2 上 一 点 A , 循此前进 

做出一条折线尸。尸! A …（图 9 - 1 ). 

一般地，设已做出该折线的顶 
点 八 ，过尸》( 1 ，>)依方向场的方向再推进到八 + 1 (x„ +i ,y„ + l ), 
显然两个顶点八，八 + 1 的坐标有关系 



1 ■ 

X n -\- 1 " Xn 



即 > + i = y n + hf( Xn, y n ) . f 2 .1 J 

这就是著名的欧拉 （ Euler ) 公式若初值； y Q 已知，则依公式 （2 1) 
可逐步算出 
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弘 = yo hf( ^ y yo ) y 
yi = yi + hf( xi ,yi ), 


例 1 求解初值问题 


y = y - — (0 < x < l) y 

y (2 2) 

y(0) = l . 

解为便于进行比较，本章将用多种数值方法求解上述初值 
问题这里先用欧拉方法，欧拉公式的具体形式为 


^ n+ 1 


y n + h y n - 


2x 

y n 


取步长 y = 0 .1， 计算结果见表 9-1 . 


表 9-1 计算结果对比 


X n 

y n 

y( ^n) 

X n 

y n 

y( ^n) 


1 .1000 

1 0954 

0 .6 

1 .5090 

1 .4832 

0 .2 

1 .1918 

1 .1832 

0 .7 

1 .5803 

1 5492 

0 .3 

1 2774 

1 2649 

OB 

1 .6498 

1 6125 

0 .4 

1 3582 

1 3416 

0 9 

1 .7178 

1 6733 

0 .5 

1 .4351 

1 .4142 


1 .7848 

1 .7321 


初值问题 (2. 2) 有解 ）；= l +2; c ， 按这个解析式子算出的准 
确值 XxO 同近似值 > 一起列在表 9-1 中，两者相比较可以看出 


欧拉方法的精度很差. 

还可以通过几何直观来考察欧拉方 
法的精度假设 > = 〆 ，即顶点八落 
在积分曲线3； = }；( x ) 上，那么，按欧拉方 
法做出的折线八尸„ +1 便是 ; y =; y ( x ) 过点 
Pn 的切线（图 9-2) 从图形上看，这样定 
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■ 339 - 


出的顶点凡 +1 显著地偏离了原来的积分曲线，可见欧拉方法是相 
当粗糙的. 

为了分析计算公式的精度，通常可用泰勒展开将 y( x, 1+l 
Xn 处展开，则有 


y( Xn + i ) = y( Xn + h ) 



2 


y(^n) + y ( Xn ) h + —y(^n) y 


2 



在 > = w ) 的前提下， /( I ， 3^ = /( ， }；( x ")) = y ( •于是 
可得欧拉法 (2. 1) 的公式误差 

y( x, 1+l ) - y n+ x = j w I y" ( x „) ， (2 3) 

称为此方法的局部截断误差. 

如果对方程 (" I . 1) 从 X 2 到积分，得 

^ X n+l 

y( Xn + i ) = y( Xn) + / f(t ， y( t))dt . (2 A) 

J x 

n 

右端积分用左矩形公式 / z/Y ， }；( xj ) 近似，再以 > 代替 ) ， 

>+1 代替 y ( Xn + i j 也得到 （2 1)， 局部截断误差也是 （2 3) • 

如果在 (2. 4) 中右端积分用右矩形公式 / z/Y i + i ， W x «+ i )) 近 
似，则得另一个公式 


>+1 = > + hf ( Xi + i ，>+1 ) ， （2 5) 

称为后退的欧拉法. 

后退的欧拉公式与欧拉公式有着本质的区别，后者是关于 
的一个直接的计算公式，这类公式称作是显式的， • 然而公式 
( 2 . 5) 的右端含有未知的 > +1 ，它实际上是关于 > +1 的一个函数 
方程，这类公式称作是隐式的. 

显式与隐式两类方法各有特点.考虑到数值稳定性等其他因 
素，人们有时需要选用隐式方法，但使用显式算法远比隐式方便. 

隐式方程 (2. 5) 通常用迭代法求解，而迭代过程的实质是逐步 
显示化. 
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设用欧拉公式 

y ( nV\ = y n hf( Xn y y n ) 

给出迭代初值 /A ，用它代入 （ 2. 5) 式的右端，使之转化为显式， 
直接计算得 

y ( n\\ = y n + hf( Xn+i , y ( n+\ ), 

然后再用 yi 代入 (2.5) 式，又有 

y ( n+\ = y n + hf(x n+ \ , y ( n + \ ). 

如此反复进行，得 

y n i \ 1 ^ = y n hf ( Xn + 1 y y ( n k + \ ) ( k = 0,1 , mmm ) . (2 6) 

由于 /YU) 对 y 满足利普希茨条件 n. 3j • 由 （ 2. 6) 减 (2 5 ) 得 

/ - y n+ \ I = hi f( Xn+\ , y ( n\\ ) - f( Xn+\ , >+l ) I 

< hL I y ( n+\ - y n+ \ I . 

由此可知，只要 hL< 1 迭代法 （ 2. 6) 就收敛到解 > + 1 .关于后退欧 
拉方法的公式误差，从积分公式看到它与欧拉法是相似的 . 

922 梯形方法 

为得到比欧拉法精度高的计算公式，在等式 （ 2. 4 ) 右端积分中 
若用梯形求积公式近似，并用 > 代替 ) ， > + i 代替 m ) ， 
则得 






> + 1 [ f( L ， y n ) + f( Xn + l ,yn + i)], 


(2 V 


称为梯形方法. 

梯形方法是隐式单步法，可用迭代法求解.同后退的欧拉方法 
一样，仍用欧拉方法提供迭代初值，则梯形法的迭代公式为 

y ( n° + \ = y n hf( Xn, y n ); 


yn 


k+l 


yn 


Jl 

2 


[f( Xn y yn) + f( X n + 1 


(k) 


)] 


(2 . 8 ) 


(k = 0,1,2,-幻 • 
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为了分析迭代过程的收敛性，将 (2. 7) 式与 (2. 8 ) 式相减，得 


y n 


(k+\ 

■ 1 


Jl 

2 


[ f( Xn + l , > + l ) - f( Xn + l , y ( nt\ )] 


于是有 




- y ( n +\ lj / < 


hL 

2 


y n 


- I , 


式中 L 为 /( U ) 关于的利普希茨常数.如果选取 / z 充分小， 
使得 


hL 

2 


< 1， 


则当 々-► OO 时有 y ( n 


k ) 


> +1 ，这说明迭代过程 (2. 8) 是收敛的. 


923 单步法的局部截断误差与阶 


初值问题 （1. U , fl . 2) 的单步法可用一般形式表示为 

y n+ 1 = y n + 1^>( Xn , y n , y n+ \ ， h) ， f 2 .9) 

其中多元函数 cp 与/(^，>；)有关，当9含有 > +1 时，方法是隐式的， 
若不含则为显式方法，所以显式单步法可表示为 

>+1 = > + /Pf Xn , y n , h) , (2 .10) 

cpf X, / z ) 称为增量函数，例如对欧拉法 （2 1) 有 

cpf x, h) = f( x 9 y). 

它的局部截断误差已由 （2 3) 给出，对一般显式单步法则可如下 
定义. 

定义1设 X x ) 是初值问题 （1. 1),(1- 2) 的准确解，称 

Tn+l = y( Xn + l ) - y( Xn) - hp( Xn , y( Xn) y h) (2 11) 

为显式单步法 (2. 10) 的局部截断误差. 

r „ + 1 之所以称为局部的，是假设在 X ,前各步没有误差.当； y ,, 
= y ( a ) 时，计算一步，则有 

y( Xn+i ) - y n+ i = y( x n+ \ ) - [yn Hp( x n ， y n ， h)] 

=y( Xn + \ ) - y( Xn) - Hp( Xn , y( Xn) , h) = Tn + l • 
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所以，局部截断误差可理解为用方法 （2. 10) 计算一步的误差，也即 
公式 (2. 10) 中用准确解代替数值解产生的公式误差.根据定 
义，显然欧拉法的局部截断误差 


Tn+l = y( Xn+\ ) - y( Xn) - hf ( Xn y y( Xn )) 

=y( Xn + h) - y( Xn) - hy' ( Xn) 

=~~y (xn) + 0(H ) ， 

即为 （2. 3) 的结果.这里 f 称为局部截断误差主项.显然 

T n+l = 0( H 般情形的定义如下. 

定义2设穴幻是初值问题 n . u ， n . 2 ) 的准确解，若存在 
最大整数使显式单步法 （2. 10) 的局部截断误差满足 

Tn+i - y( x h) - y( x) - Hp( x ， y ， h) = 0( h P+i ) ， 


(2 12 ) 

则称方法 (2. 10) 具有 /; 阶精度. 

若将 (2. 12) 展开式写成 

Tn + 1 - ^)( Xn,y( Xn))h P+l + 0 ( h P + 2 ) , 

M Xn , y ( Xn ) ) H J + X 称为局部截断误差主项. 

以上定义对隐式单步法 （2. 9) 也是适用的.例如，对后退欧拉 
法 (2. 5) 其局部截断误差为 


Tn 




y ( Xi + i ) ■ 
hy ( Xn ) + 


y ( Xn ) - hf ( Xz+i y y ( Xn + i )) 

(xn) + 0( Ji ) 


- h [ y ( Xn) + hy " ( x n ) 0 ( la )] 

h 2 


2 


y ( Xn ) + 0 ( li ) • 


这里 p = l ， 是 1 阶方法，局部截断误差主项为- 


/L 

2 


/ ( ^ ) 


同样对梯形法 (2. 7) 有 
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Tn + \ = y( Xn + l ) - y( Xn ) 


_h 

2 


[y ( Xn ) + y ( Xn + l )] 


2 


3 


hy' ( xn) + —y( xn) 


生 / \ 

o f y ( 


2 


~^[y ( Xn ) + y ( Xn ) + hy {x n ) + (x n )] + 0( h 4 ) 


iL 

12 


y ( Xn) 0( Ji ). 


h 3 


所以梯形方法 (2. 7) 是二阶的，其局部误差主项为 -^3； ( xn ) 


12 


924 改进的欧拉公式 


我们看到，梯形方法虽然提高了精度，但其算法复杂，在应用 
迭代公式 (2. 9) 进行实际计算时，每迭代一次，都要重新计算函数 
_/ Yx ，; y ) 的值，而迭代又要反复进行若干次，计算量很大，而且往往 
难以预测为了控制计算量，通常只迭代一两次就转入下一步的计 


算，这就简化了算法 . 


具体地说，我们先用欧拉公式求得一个初步的近似值琅 +1 ， 
称之为预测值，预测值琅 +1 的精度可能很差，再用梯形公式 （2 7) 
将它校正一次，即按 （ 2 8 ) 式迭代一次得1，这个结果称校正 
值，而这样建立的预测-校正系统通常称为改进的欧拉公式： 


预测璜 


校正 


> + hf( Xn ,y n ) , 


A 


y n+ 1 = y n ~ [ f( Xn , y n ) f ( Xn + l ,$+ 1 )] 


(2 13) 


或表为下列平均化形式 


y p = y n + hf( Xn y y n ) y 

Jc = Jn + hf( Xn^l y y P ) y 






2 


(yp + yc) 


例 2 用改进的欧拉方法求解初值问题 （2 2). 
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解改进的欧拉公式为 



y n h 


2Xn 

y ?= 

y n 

y n 


y n h 


2 JCn + 1 

y c = 

yp 

■ 




> 

~yn + 1 

二 

+ 

yc) . 


仍取 h =0 .1， 计算结果见表 9-2 .同例1中欧拉法的计算结果比 
较，改进欧拉法明显改善了精度. 


表 9-2 计算结果对比 


X n 

y n 

y( ^n) 

X n 

y n 

y( ^n) 


1 D959 

1 0954 

0 .6 

1 .4860 

1 .4832 

0 .2 

1 .1841 

1 .1832 

0 .7 

1 .5525 

1 5492 

0 .3 

1 2662 

1 2649 

OS 

1 .6153 

1 6165 

0 .4 

1 3434 

1 3416 

0 9 

1 .6782 

1 6733 

0 .5 

1 .4164 

1 .4142 


1 .7379 

1 7321 


9 3龙格-库塔方法 


9 3 1 显式龙格-库塔法的一般形式 


上节给出了显式单步法的表达式 (2. 10) ，其局部截断误差为 
(2. 12)，对欧拉法7； +1 =0(/ z 2 )， 即方法为1阶，若用改进欧拉 

} i ( 2 . 13 ) ，它可表为 


y n 


h 

yn + —[ f ( Xn , yn ) + f ( Xn + h y yn + kf ( Xn^n))] 


此时增量函数 


f3 .1) 
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CPf , Jn , h) = —[ f( Xn ,yn) + f( Xn + /Z, > + kf( Xn ^n))] . 

(3 2 ) 

它比欧拉法的 CP ( Xn ， y" ， h) = f( Xn, )0, 增加了计算一个右函数 / 
的值，可望 p = 2 若要使得到的公式阶数 p 更大， cp 就必须包含更 
多的/值.实际上从方程 （1. u 等价的积分形式 （2. 4)，即 


y ( Xn ^ 


y( 



n-\-l 


f( y( ^)) dx， 


(3 3 ) 


若要使公式阶数提高，就必须使右端积分的数值求积公式精度提 
高，它必然要增加求积节点，为此可将 （3. 3) 的右端用求积公式表 


示为 



/( X，〆 x))dx 


o /( 


■« + 入 // z ，+ Kih )) • 


般来说，点数 r 越多，精度越高，上式右端相当于增量函数 cp ( x ， 

y , h ), 为得到便于计算的显式方法，可类似于改进欧拉法 （3. 1 ) ， 
( 3 . 2)，将公式表示为 


1 




yn + Hp( Xn ， yn ， h ) ， 


f 3 . 4 ) 


其中 


CP( Xn , > , k) 


Y a K 


(3 5) 


Kx 


f( Xn,y n ), 


Ki = f(x n +)\i h, y n hY" |J ij Kj ) i = 2 ， … ， r ， 

这里 o ， A ,，| J , y 均为常数 .(3. 4) 和 （3. 5) 称为 r 级显式龙格-库塔 
( Rung ^ Kutta ) 法，简称 R-K 方法. 

当 r = l f ( p ( xn f y ny h ) = /(^，>)时，就是欧拉法，此时方法的 
阶为 p=l r =2 时，改进欧拉法 (3. 1 ),( 3 . 2) 就是其中的一种， 

下面将证明阶 p = 2 .要使公式 （3. 4 ),( 3 . 5) 具有更高的阶 p ， 就要 
增加点数 r . 下面我们只就 r =2 推导 R - K 方法.并给出 r = 3,4 时 
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的常用公式，其推导方法与 r = 2 时类似，只是计算较复杂 . 


9 3 2 二阶显式 R-K 方法 

对 r =2 的 RK 方法，由 （3. 4),(3. 5) 可得到如下的计算公式 

y n+ 1 = y n + h( g Ka + ci Ki ), 

K\ = f( Xn ， y n ) ， f 3 .6 J 

K2 = f( Xn + 入 2 /Z ， yn + |J21 hKj ) • 

这里 a ， c ， A 2 ，| J 21 均为待定常数，我们希望适当选取这些系数，使 
公式阶数尽量高.根据局部截断误差定义， （3. 6) 的局部截断误 
差为 


Tn+1 = y ( Xn + \ ) - y ( Xn ) 

_ h[ O f( Xn ， yn ) + a f( Xn + 入 2 /z ， }；« +|J21 hfn ) ] y (3 1) 

这里 y n = y ( Xn ) ， fn = f( Xn ， y n ) •为得到 7 ； + 1 的阶 p ， 要将上式各 
项在（ 1 ，）^处做泰勒展开，由于 f ( x ， 3 ；) 是二元函数，故要用到二 
元泰勒展开，各项展开式为 


y( Xn + 1 


+ hyl 






其中 

y'n = f( Xn , ) = fn, 


y'n = —f( Xn,y( Xn) ) = fx { Xn ^n) + fy {Xn ^n) - fn , 

yn = ft ( Xn , yn) + 2 f n f xy (Xn ^n) + fnfyy ( Xn , yn) 

+ fy ( Xn ， y n ) [ ( Xn y yn) + fn fy ( Xn , y n )]； 


(3 . 8 ) 


f( Xn + A2 hy y n + |J2 1 hfn ) 


/« + 



(Xn , y n )^2 h + fy ( Xn , y n )\Jll hfn 0( fl ) •将以上 


结果代入 ( 3 . 7 ) 则有 


Tn 


I 


hfn + —[ fx ( Xn y y n ) + fy ( Xn^n) fn] 
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- h[ a fn + Cl ( fn + A 2 fx ( Xn , y n ) h 

+ \Ji2l fy ( Xn , y n ) fnh] + 0( II ) 

=(l - O - a ) fnh + - aA 2 fx ( Xn y yn) ll 

+ ~~ - a[J 21 fy ( Xn , yn) fnh 2 + Of /Z ). 

要使公式 (3. 6) 具有 p = 2 阶，必须使 




f 3 9) 


即 





(3. 9) 的解是不唯 一 的.可令 e = a 矣0,则得 



这样得到的公式称为二阶 R - K 方法，如取“=172，则0=0 = 
1/ 2,入2 =| J 21 =1 .这就是改进欧拉法 （3. 1) • 

若取1，则 a = l,o = 0 ， 入 2 = [ J 2 i — V 2得计算公式 


V/I+ 1 


Ki 


= y n + hKi y 

=f(Xn ,yn), 



A 

2 


Ki 


(3 10) 


称为中点公式，相当于数值积分的中矩形公式 .(3. 10) 也可表示为 


3^+1 




y n + hf Xn + 


h 




+与 f ( x 




对 r = 2 的 R - K 公式 (3. 6) 能否使局部误差提高到 0( h 4 ) ?为 
此需把心多展开一项，从 (3. 8)的 > 看到展开式中 /V /〗+ // / 
的项是不能通过选择参数消掉的，实际上要使¥的项为零，需增 
加3个方程，要确定4个参数 a , o , X 2 及叫，这是不可能的.故 
r =2 的显式 R - K 方法的阶只能是 p = 2, 而不能得到三阶公式. 
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9 3 3三阶与四阶显式 R-K 方法 


要得到三阶显式 R - K 方法，必须 r =3 .此时 （3. 4),(3. 5) 的公 
式表示为 


y n+ \ = y n + h( q K\ + ci Ki o K3 ) y 
K\ = f(x n ，y n )， 

Y (3 11) 

K2 = f( Xn + A2 h, y n + |J2i hK\ ) ， 

K3 = f( Xn + A 3 h, y n + |J 3 i hK\ + IJ32 hKi ). 

其中 Q ， Q ， G 及入 2，| J 21 ，入 3， M 32 均为待定参数，公式 (3. 11) 的局 

部截断误差为 

Tn+\ = y( Xn+\) - y( Xn) - h[ a K\ o. Ki + o K3 ]. 

只要将沁，沁按二元函数泰勒展开，使7； + 1 = 0(//)，可得待定 
参数满足方程 


0 + Q — 1 , 

入 2 = |J2 1 , 

入3 = | J 3 1 + 卩32， 


(2 入2 + G 入3 





2 


(3 12 ) 


(2 入1 O 入 ^ = 



(3 入2士2 = 了 • 

6 

这是8个未知数6个方程的方程组，解也不是唯一的.可以得到很 
多公式满足条件 （3. 12) 的公式 （3. 11) 统称为三阶 R - K 公式.下 
面只给出其中一个常见的公式. 




9 3 龙格库塔方法 


■ 349 - 


V/i+ 1 


Vn + 士 [i + 4Kl + K3 )， 
6 



= f( Xn,y n ), 



+ 


h 

2 


Ki 


K 3 = f( Xn + h y y n - hK\ + 2 hK!) • 

此公式称为库塔三阶方法. 

继续上述过程，经过较复杂的数学演算，可以导出各种四阶龙 
格-库塔公式，下列经典公式是其中常用的 一个： 

> + 1 = > + ~Z-( Ki + 2 Ki + 2K, + Ra ) ， 

6 

Kl = f( Xn ,yn), 

K2 = f Xn + 七， y n + + K ' ， (3 13) 


K 3 = f Xn + -^,yn + ~^ K 2 , 

K \ = f ( Xn + / z , > + hKs ) • 

四阶龙格-库塔方法的每一步需要计算四次函数值/，可以证 
明其截断误差为 0( h 5 ) 不过证明极其繁琐，这里从略. 

例 3 设取步长 h = 0 2,从 x = 0直到 x = 1 用四阶龙格-库 
塔方法求解初值问题 (2. 2). 

解这里，经典的四阶龙格-库塔公式 （3. 13) 具有形式 
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> + 1 - y n + 夺 （Ki + 2 K 2 + 2^3 + Ka ) , 

6 


Ki 


y n 


2 Xn 

Vn 



Ki 


yn + 


h 


2 


Kx 


y 


2Xn + h 



h 


2 


Kx 



K , 


y n + 


h 


2 


Ki 


2Xn + h 


y 





Ka = y n + hK?> 


2( Xn + h) 

y n + hK?> 


右面列出计算结果 > ，表中乃表示准确解 • 
比较例 3 和例 2 的计算结果，显然 


以龙格-库塔方法的精度为高.要注意， 表9_ 3 计算结果 


虽然四阶龙格-库塔方法的计算量（每一 ^ 

yn 

y ( 

步要 4 次计算函数 /) 比改进的欧拉方 0 2 

1 .1832 

1 .1832 

法（它是一种二阶龙格-库塔方法，每一 0 .4 

1 3417 

1 3416 

步只要2次计算函数 /) 大一倍，但由于 0 6 

1 .4833 

1 .4832 

这里放大了步长 P = 0. 2)，表 9-3 和 0 J 8 

1 6125 

1 6125 

表 9-2 所耗费的计算量几乎相同.这个 i ^ 

1 7321 

1 .7321 


例子又一次显示了选择算法的重要 


意义. 

然而值得指出的是，龙格-库塔方法的推导基于泰勒展开方 
法，因而它要求所求的解具有较好的光滑性质.反之，如果解的光 
滑性差，那么，使用四阶龙格-库塔方法求得的数值解，其精度可 
能反而不如改进的欧拉方法实际计算时，我们应当针对问题的具 
体特点选择合适的算法. 
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9 3 4变步长的龙格-库塔方法 

单从每一步看，步长越小，截断误差就越小，但随着步长的缩 
小，在一定求解范围内所要完成的步数就增加了 .步数的增加不但 
引起计算量的增大，而且可能导致舍入误差的严重积累.因此同积 
分的数值计算一样，微分方程的数值解法也有个选择步长的问题 . 
在选择步长时，需要考虑两个问题. • 

1°怎样衡量和检验计算结果的精度？ 

2°如何依据所获得的精度处理步长？ 

我们考察经典的四阶龙格-库塔公式 （3. 13) .从节点 x , 出发， 

先以 A 为步长求出一个近似值，记为，由于公式的局部截断误 
差为 0(// )，故有 

y( Xn+i) - yn+i ^ di , (3 14) 

然后将步长折半，即取 f 为步长从 x , 跨两步到，再求得一个 

近似值又，每跨一步的截断误差是 c f 5 ， 因此有 

Jl 1 5 

y( Xn + i ) - y n+ 2 i ~ 2 c 2 ^ (3 .15) 

比较 (3. 14) 式和 （3. 15) 式我们看到，步长折半后，误差大约减少到 

吉，即有 

Jl 

2 

y( Xn + \ ) - V/2-hl 〜丄 
y( Xn+\ ) - y ( n+\ 16 • 

由此易得下列事后估计式 

Jl 1 Jl 

y( Xn + \ ) - y n+ \ ~ ~ y n+ i - y ( n+i • 

这样，我们可以通过检查步长，折半前后两次计算结果的偏差 
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来判定所选的步长是否合适，具体地说，将区分以下两种情况 
处理： 

1 .对于给定的精度 I 如果△>£，我们反复将步长折半进行 

计算，直至 △<£ 为止，这时取最终得到的作为结果， • 

2 .如果△<£，我们将反复将步长加倍，直到 △>£ 为止，这时 
再将步长折半一次，就得到所要的结果. 

这种通过加倍或折半处理步长的方法称为变步长方法表面 
上看，为了选择步长，每一步的计算量增加了，但总体考虑往往是 
合算的. 


9 4单步法的收敛性与稳定性 

941 收敛性与相容性 

数值解法的基本思想是，通过某种离散化手段将微分方程 
( I . 1) 转化为差分方程，如单步法 (2. 10)，即 

>+1 = y n Hp ( Xn ， y n ， h ) • f 4 .1 j 

它在 i 处的解为>，而初值问题 n . i )， n . 2 ) 在1处的精确解为 

记 e „ = y ( x n ) - >称为整体截断误差.收敛性就是讨论当 

X = Xn 固定且 /Z = ~ 时& — ►() 的问题. 

n 

定义 3 若一种数值方法 （如 单步法 （4. 1)) 对于固定的％ = 
+ n / z ， 当 h -^ o 时有 > ) ，其中 W x ) 是 n . u ， （1. 2) 的准 

确解，则称该方法是收敛的. 

显然数值方法收敛是指& = 0,对单步法 （4 1) 有 

下述收敛性定理： 

定理1 假设单步法 （4. 1) 具有阶精度，且增量函数 cp ( x ， 
关于 y 满足利普希茨条件 
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I 中 （ x ， y ， h )- 少（ x ， 療， h ) / < U I y - ^ , 

又设初值 > 是准确的，即， = 穴％)，则其整体截断误差 


(4 2) 


y ( Xn ) - y n 




0( h p ) • 


(4 3) 


证明 设以填 +1表示取> = }； ( 1 ) 用公式 （ 4 1 ) 求得的结 


果，即 


瑰 


y ( Xn ) + Hp ( Xn , y ( Xn ) ， h ) ， 


(4 A ) 


则 y( Xn + ! ) -琅 +1 为局部截断误差，由于所给方法具有 P 阶精度， 
按定义2,存在定数 C ， 使 


I y( ^ 

又由式 (4 4) 与 （4. 1)，得 


- 瑪 ^ < Ch p 


/ i 參 +1 - y n+ \ / < / y ( Xn ) - y n 


+ h I cp( Xn ， y( Xn ) ， h) - cpf Xn ， yn ， h) 


利用假设条件 (4. 2)， 有 


/ I^+ 1 - yn+l / < (1 + hL^> ) I y ( Xn ) - yn 


从而有 


/ y( Xn + \ ) - >+i / < / 填 +i - y n+ \ I + I y( x n+ \ ) - 萌 +i 

< (l + hU) I y( xn) - y n U Ch P 

即对整体截断误差& = y ( xn ) - > 成立下列递推关系式 


C/2+i / ^ ( 1 + /zZxp ) I Cn I + Ch 


p+ 


(4 5) 


据此不等式反复递推，可得 


Ch p 


I & I < (1 + hLp) n I 极 I + ^[(1 + hU) 

/^cp 


-17 • (4 6) 


再注意到当 Xn - Xb = r 时 

(l + hLp) n < ) n < ， 

最终得下列估计式 


[注] 对于任意实数 X ，有1+ ，而当 -1 时，成立 + • 
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I en 1<1 ^ / e r 、 + - 1) . (4 1) 

Z^cp 

由此可以断定，如果初值是准确的，即 a =0,则 (4. 3) 式成立.定理 
证毕 • 

依据这一定理，判断单步法 （4. 1 ) 的收敛性，归结为验证增量 
函数 cp 能否满足利普希茨条件 (4.2). 

对于欧拉方法，由于其增量函数9就是 /( x ，; y )， 故当 f ( x , y ) 
关于; y 满足利普希茨条件时它是收敛的. 

再考察改进的欧拉方法，其増量函数已由 （3. 2) 式给出，这 

时有 

/cpf x , y , h ) - cpf x 廉 h ) I < [I f ( x , y ) - f ( x 廟 / 

+ / f ( x + h,y + hf ( X ， y )) - f ( x + h ， 療 + hf ( x ， 療 )）I J . 
假设 _/ Yx ，; y ) 关于： y 满足利普希茨条件，记利普希茨常数为 
L ， 则由上式推得 

I <V( x ， y ， h) - cpf x,l% h)l<Ll + ~^L ly - 療 I • 

设限定 h<h ( h 为定数），上式表明 cp 关于; y 的利普希茨常数 

T T 1 /to r 

Lp = L I ^ L y 

因此改进的欧拉方法也是收敛的. 

类似地，不难验证其他龙格-库塔方法的收敛性. 

定理1表明 p > l 时单步法收敛，并且当 Wx ) 是初值问题 

(b U , fl . 2) 的解， （4. 1) 具有 P 阶精度时，则有展开式 

Tn + i = y ( x h ) - y ( x ) - Mp( x , y ( x ) , h ) 

二 y ( x)h + - V (:) h 2 + … 

jLmt 

- h [ cp ( x y y ( x ) y 0) + cp ； ( x , y ( x ) y 0 )h + 

= h[y ( x ) - cpf x , y ( x ) ， 0)J + 0( h 2 ) • 
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所以 P > \ 的充要条件是 ( x ) - cp ( x ， x ) ，0) = 0，而 y ( x ) = 

f ( x , y ( x )) ，于是可给出如下定义： 

定义 4 若单步法 （4. 1) 的增量函数 cp 满足 

cp ( X ， y y 0 ) = f ( x y y) y 

则称单步法 (4. u 与初值问题 n . i )， n . 2 ) 相容. 

以上讨论表明 p 阶方法 （4.1) 当 p >\ 时与 n . u ， n . ⑴相 
容，反之相容方法至少是1阶的. 

于是由定理1可知方法 （4. 1) 收敛的充分必要条件是此方法 
是相容的. 


942 绝对稳定性与绝对稳定域 


前面关于收敛性的讨论有个前提，必须假定数值方法本身的 
计算是准确的实际情形并不是这样，差分方程的求解还会有计算 
误差，譬如由于数字舍入而引起的小扰动.这类小扰动在传播过程 
中会不会恶性增长，以至于“淹没” 了差分方程的“真解”呢？这就 
是差分方法的稳定性问题在实际计算时，我们希望某一步产生的 
扰动值，在后面的计算中能够被控制，甚至是逐步衰减的. 

定义 5 若一种数值方法在节点值 > 上大小为 6 的扰动，于 
以后各节点值 ( m > 上产生的偏差均不超过 6 , 则称该方法是 
稳定的. 

下面先以欧拉法为例考察计算稳定性. 

例 4 考察初值问题 


y(^) 


- I 00 y y 




1 . 


其准确解 〆 x ) 
图 9-3 所示. 


-100 


是一个按指数曲线衰减得很快的函数，如 


用欧拉法解方程 y = - iooy 得 




(I - I 00 h ) y n 
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若取 h = 0 .025,则欧拉公式 
的具体形式为 

1 — " 1 5 y 

计算结果列于表 9-4 的第2 

列我们看到，欧拉方法的解 

图 9-3 中用 X 号 标出） 在 

准确值的上下波动，计 

算过程明显地不稳定但若取 
h =0 .005 , > + i = 0 .5 贝1] i 十 

算过程稳定. 

再考察后退的欧拉方法， 
取 h = 0 .025 时计算公式为 




计算结果列于表 9-4 的第3歹 ij ( 图 9-3 中标以_号），这时计算过 
程是稳定的. 


表 9-4 计算结果对比 


节 点 

欧拉方法 

后退欧拉方法 

0 025 

- 1 5 

0 2857 

0 050 

2 25 

0 0816 

0 075 

- 3 375 

0 0233 

0 .100 

5 0625 

0 0067 


例题表明稳定性不但与方法有关，也与步长 / z 的大小有关，当 
然也与方程中的 _/ Yx ，; y ) 有关.为了只考察数值方法本身通常只 
检验将数值方法用于解模型方程的稳定性，模型方程为 

y =4 ， ( 4 . 8 ) 
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其中入为复数，这个方程分析较简单对一般方程可以通过局部线 
性化化为这种形式，例如在 ( i 風璋)的邻域，可展开为 
y = f( x , y ) 

= /( 瑕痴 + /:(现瑜 ( X - M ) + fy (现 y - 痴 + …， 
略去高阶项，再做变换即可得到 M '= A M 的形式.对于 m 个方程的 
方程组，可线性化为/ =次 V ，这里 A 为 mX m 的雅可比矩阵 


fi 


yj 


若 A 有 m 个特征值入 i ，…，入^其中 I 可能是复数，所以， 


为了使模型方程结果能推广到方程组，方程 (4. 8) 中人为复数.为 
保证微分方程本身的稳定性，还应假定 Re ( A ) <0 . 

下面先研究欧拉方法的稳定性.模型方程 y = A;y 的欧拉公 

式为 


y n+ 1 = ( 1 + 旬 y n • (4 9) 

设在节点值 > 上有一扰动值£»，它的传播使节点值 > +1 产生大小 
为匕 +1 的扰动值，假设用 i = >+£«按欧拉公式得出 / +1 = > +1 
+ e „ +1 的计算过程不再有新的误差，则扰动值满足 

£ n+ 1 =(1+/A)£n. 

可见扰动值满足原来的差分方程 （4. 9) .这样，如果差分方程的解 
是不增长的，即有 


I yn+l /</>/， 

则它就是稳定的.这一论断对于下面将要研究的其他方法同样 
适用. 

显然，为要保证差分方程 （4. 9) 的解是不增长的，只要选取 h 
充分小，使 

/ 1 + 泳 / < 1 . (4 10) 

在 M =泳的复平面上，这是以（- 1,0) 为圆心，1为半径的单 
位圆域称为欧拉法的绝对稳定域，一般情形可由下面定义. 

定义6 单步法 （4. 1) 用于解模型方程 （4. 8)，若得到的解 
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= E (淑） y n ，满足 I 研 /A )1 < 1，则称方法 （4 1) 是绝对稳定的 • 

在口 = 的平面上，使丨 E ( iK )\ < 1的变量围成的区域，称为绝对 

稳定域，它与实轴的交称为绝对稳定区间. 

对欧拉法 E ( A ) = 1 + / A ， 其绝对稳定域已由 （4 10) 给出，绝 

对稳定区间为 - 2< M <0, 在例5中入= - 100, - 2 〈- 100/ z <0, 

即0 < h <2 / 100 = 0 .02 为绝对稳定区间，例4中取 h = 0. 025故它 

是不稳定的，当取 /z = 0. 005时它是稳定的. 

对二阶 R - K 方法，解模型方程 (4. 1) 可得到 

, . (^) 2 
y n+ 1 = 1 + /A + , 


故 


E (溆 ） =1 + 觚 + 


(H ) 2 

^ , 

2 


绝对稳定域由 


1 + /A + 


cm 

2 


2 


< 


得到，于是可得绝对稳定区间 


为- 2<认<0,即 0</ z < - 2入.类似可得三阶及四阶的 R - K 方法 
的 分别为 


E(H\) 


=1 + 从 + 





E( 溆 ) 


=1 + 认 + 


Ukjl 

2 / 




由 I 砑/ A)l <1可得到相应的绝对稳定域.当入为实数时则得绝对 
稳定区间.它们分别为 

三阶显式 R - K 方法. • -2 51<认<0，即0<办<-2 51/入. 

四阶显式 R - K 方法. • - 2 .78 < <0,即0< / z < - 2 .78 /入. 

从以上讨论可知显式的 R - K 方法的绝对稳定域均为有限域, 
都对步长 / z 有限制如果 / Z 不在所给的绝对稳定区间内，方法就不 
稳定. 

例5 y = - 20 3 ； (0< x < l) y y (0) = 1,分别取 h =0 .1 及 

h = 0 2 用经典的四阶 R - K 方法 （3. 13) 计算. 
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解本例入= - 20, / A 分别为 - 2及- 4,前者在绝对稳定区 
间内，后者则不在，用四阶 R - K 方法计算其误差见 下表： 



0 2 


0 .4 



0 93X 10_ 1 

0 .12 X 10 1 

0 .14X 10 _ 2 

0 .15 X 10' 3 

0 .17X 10' 4 

4 98 

25 D 

125 0 

625 0 

3125 0 


从以上结果看到，如果步长 / z 不满足绝对稳定条件，误差增长 
很快. 

对隐式单步法，可以同样讨论方法的绝对稳定性，例如对后退 
欧拉法，用它解模型方程可得 






故 价幻二 • 

由 1 五陶 MrVh 1 可得绝对稳定域为 mi > 1 ，它是 


以（1，0)为圆心，1为半径的单位圆外部，故绝对稳定区间为 
- oo < /A < 0 .当入 < 0时，则0 < /z < oo ，即对任何步长均为稳 
定的. 

对隐式梯形法，它用于解模型方程 (4. 8) 得 



故 


E(H ) 


1 + /^/ 2 
1-^/2 


对 Re (入）<0 有丨五 （/Aj I 



< 1，故绝对稳定域为 M = /A 
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的左半平面，绝对稳定区间为- 00 < 从 < 0，即0</^<00时梯形法 
均是稳定的. 


95线性多步法 

在逐步推进的求解过程中，计算之前事实上已经求出了 

一 系列的近似值> ,…，>，如果充分利用前面多步的信息来 

预测，则可以期望会获得较高的精度.这就是构造所谓线性 
多步法的基本思想. 

构造多步法的主要途径是基于数值积分方法和基于泰勒展开 
方法，前者可直接由方程 （1. 1) 两端积分后利用插值求积公式得 

到本节主要介绍基于泰勒展开的构造方法. 

951 线性多步法的一般公式 

如果计算时，除用 1 的值，还用到 / ( / = 0, 1，…， 

々 - 2 ) 的值，则称此方法为线性多步法.一般的线性多步法公式可 
表示为 


k — 〉 O / 77 + / /? 〉 i n+ i y ( 5 .1 ) 

其中 y n+ i 为 ;y ( + 的近似 ，/«+/=/( 1 , y n+ i ) , Xn + i = xb + ih, 

a ，(3, 为常数， a 及 (3 。 不全为零，则称 （5. 1) 为线性6步法，计算时 

需先给出前面/:个近似值，， y ，…，，- i ，再由 （5. 1) 逐次求出 
yk , yk + \ ，- ■-如果匕= 0，称 （ 5. 1 ) 为显式 A : 步法，这时> + &可直接 

由 （5. 1)算出，_如果(^矣0，则（5. 1) 称为隐式6步法，求解时与梯形 
法 (2. 7) 相同，要用迭代法方可算 出；^ .(5. 1) 中系数 a 及 (3. 可 
根据方法的局部截断误差及阶确定，其定义为： 


定义7设火幻是初值问题 n . u ， n . 2 ) 的准确解，线性多 
步法 (5. 1) 在 m 上的局部截断误差为 
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Tn + k = L [ y ( Xn ); h ] 

k- 1 k 

= y ( Xn + k ) - y ( Xn + i ) - ( x n+ i 

i^TT 

若 Tn +k = 0 ( h p+i )， 则称方法 （5. 1) 是夕阶的， 1 
(5. 1) 与方程 （1. 1) 是相容的. 

由定义7,对在处做泰勒展开，由于 


y ( Xn + ih ) = 


y ( Xn ) + ihy ( x n ) + 



+ U ^ry (Xn) + 


■ ■国 


y ( Xn + ih ) = y ( Xn ) + ihy " ( Xn ) 


(Xn) 


■ 


代入 (5. 2) 得 


Tn + 


k = 


q y ( Xn ) + a hy ( Xn ) o . / i 2 y ( x n ) 


+ ■■■ + c P h P y (P> { Xn ) 


其中 


G) — 1 - ("do + ''' + Qa ：- l ), 

Q — k - [d\ + 202 + ■ ■ ■ + ( k - 1 )Gk- 1 ] - + 


q = —,[k q - fa + ro 2 + ■■- + (k - l/a.-i ； 

q ! 


l 


(q 


m + 


■ ■ ■ 


+ n ] 


q = 2，3 ， …. 


若在公式 (5. l ) 中选择系数 a 及 h ， 使它满足 


G) — Q = amm = C P = 0 , Cp + i 矣 0 • 

由定义可知此时所构造的多步法是 p 阶的，且 

Tn +k = c p+ x H y+l y (p+l) ( Xn) + 0 ( h p+2 ). 

称右端第一项为局部截断误差主项， & +1 称为误差常数 
根据相容性定义，1，即 C ) = a = 0,由 （5. 4) 得 


)• (5 2 ) 
则称方法 

f … . 

(5 3 ) 

■_ + I ) ， 

(5 4 ) 

(5 5 ) 
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do + Qi + ■" + CU- 1 二 1 ， 


y Oi + 

iTT 


U' - 



(5 6 ) 


故方法 (5. 1) 与微分方程 （1. 1) 相容的充分必要条件是 (5. 6) 成立 . 
显然，当/:= 1时，若 h =0,则由 （5. 6) 可求得 

Qo = 1 ， （ 3o = 1 . 


此时公式 (5. 1) 为 


yn+l — yn + hf n ， 

即为欧拉法从 （5. 4) 可求得 q =1/2矣0,故方法为1阶精度，且局 
部截断误差为 


Tn + l = 女 h 2 y 〃 ( Xn ) + 0( H ) , 


这和第 2 节给出的定义及结果是一致的. 

对/： = 1，若 h 4 0,此时方法为隐式公式，为了确定系数 a ， 
，(3 i ，可由 a = a = q = 0 解得 do = 1 办 = p>i =1/2 .于是得到公式 

_h 

y n+ \ = y n + ~( fn + fn +\ ), 

即为梯形法.由 （5. 4) 可求得 o = - 1/12,故 p = 2,所以梯形法是 
二阶方法，其局部截断误差主项是 -( x ,)/ 12,这与第2节中 
的讨论也是一致的. 

对々 > 2的多步法公式都可利用 （ 5 . 4 ) 确定系数 a ， (3 ,，并由 
(5. 5) 给出局部截断误差，下面只就若干常用的多步法导出具体 
公式. 


9 . 5.2 阿当姆斯显式与隐式公式 
考虑形如 

k 

yn + k = y n+ 1 + hY ^ ifn +i (5 V 

的/：步法，称为阿当姆斯 （ Adams ) 方法 h = 0为显式方法瓜#0 
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为隐式方法，通常称为阿当姆斯显式与隐式公式，也称 Adams - 
Bashforth 公式与 Adams - Monlton 公式.这类公式可直接由方程 
(1. 1) 两端积分（从到 m 积分） 求得•下面可利用 （5. 4) 由 
q =…== 0推出，对比 （ 5. 7 ) 与 (5. 1 ) 可知此时系数 Oo = Cli =… 
= 2 = 0， CU-i = 1，显然 cs =0成立，下面只需确定系数 P 。， 

，…， (3 a ，故可令 (3 =…= Ou i = 0，则可求得 p ) o 办，…， (3 a (若 b = 
0,则令 cs =…= a = 0来求得(3。 ，(3 i ，…，1 ) .下面以 k = 3 为例， 
由 a = q = o = a = 0,根据 (5. 4) 得 

^) + f)l + ^)2 + 氐=1 ， 

2 (^ + 龙2 + $ 3 ) = 5, 

3 (^ + 难 2 + 弟3 ) = 19, 

4 (^ + 8^)2 + 27^)3 )= 65 . 

若 b =0,则由前三个方程解得 


^0 


12 , 




16 

12 , 




23 

12 , 


得到々 = 3 的阿当姆斯显式公式是 


3^+3 


y n+ 2 -23 fn + 2 - 1 6 fn + 


5 fn ) 


(5 .8) 


由 （ 5. 4) 求得 a =3/ 8, 所以 （ 5. 8) 是三阶方法，局部截断误差是 


Tn+3 


h 4 y (4) 


Xn ) 0( fl ). 


若 b 40 ,则可解得 





24, 




24, 




19 

24, 




于是得 k=3 的阿当姆斯隐式公式为 


\n-\- 3 



± 

24 


( 9 fn+3 


它是四阶方法，局部截断误差是 


19 fn + 2 - 5fn +i + fn ) , (5 9) 


Tw = - 盖 V ㈤ + 0( h 6 ) • 


(5 10 ) 
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用类似的方法可求得阿当姆斯显式方法和隐式方法的公式， 
表 9-5 及表 9-6 分别列出了 6= 1，2,3,4时的阿当姆斯显式公式 
与阿当姆斯隐式公式，其中&为步数 ，/? 为方法的阶， c P + 1为误差 
常数. 


表 9-5 阿当姆斯显式公式 


k 


P 


公 


式 


C P 


y n - 


y n + hf n 


2 


2 


h 


， n+2 = 


y n+1 ~2 f n+1 ~ f n ) 


4 


4 


yn+ 3 ~ yn + 2 f n+ 2 ~ 16 J^n+ 1 + 5 f n ) 

y n+ 4 = y n+ 3 + ^(55f n+ 3 - 59f n+ 2 + 37/" 


- 9f n ) 


1 


2 

12 

8 

251 

720 


表 9-6 阿当姆斯隐式公式 


k 


P 


公 


式 


Cp 


2 


4 


2 


4 


yn- 


y n + 七 （ f n+1 + f n ) 


2 


h 


} n+ 2 — yn+ 1 + ^^ f ^ f n + 2 + 8 y"n+ 1 - f n ) 


yn+ 3 yn + 2 ^ f n + 3 "I" f n + 2 5 f n+ \ f n ) 


yn+ 4 = yn + 3 + 


h 


720 


(251 fn+4 + 646 fn+3 ■ 264/"+2 


106/, + i - 19/,J 


12 


24 

19 

720 


3 


160 


例 6 用四阶阿当姆斯显式和隐式方法解初值问题 

y = - y x + 1, y(0) = \ . 

取步长 h = 0 1 . 

解本题 fn- - yn Xn I , Xn = nh =0 .1 n •从四阶阿当姆其斤 
















显式公式得到 
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yn+A 




+ ^(55/, + 3 - 59 fn 


37/" +1 - 9fn) 


24 


f 18 5 >+3 + 5 9 y n 


J y n+ \ +0 9 y n 


0 2 An + 3 24) 
对于四阶阿当姆斯隐式公式得到 


3 




>2 + ^(9fn 


19 fn+2 - 5 fn+ 


f n ) 


=~( - 0 9 y n+ 3 22 ly n+ 2 + 0 5 y n+ \ - 0 Xy n +0 2 An 3). 

由此可直接解出而不用迭代，得到 

>+3 = 1( 22 .1 y n+ i +05 y n+ \ - 0 A y n 0 24 n 3 ). 

计算结果见表 9-7, 其中显式方法中的> , yi , ^ , >；3及隐式方法中 
的; yo ， y ，:均用准确解; y ( x ) = c x + x 计算得到，对一般方程，可 
用四阶 R - K 方法计算初始近似. 


表 9-7 计算结果 



精确解; y( 

= e" A « + x n 

阿当姆斯显式方法 

阿当姆斯隐式方法 

y n 

\ y( Xn) - yn 1 

yn 

\ y( Xn ) - yn 1 

0 .3 

1 .040 818 22 



1 040 818 01 

2 .1 X 10_ 7 

0 .4 

1 .070 320 05 

1 070 322 92 

2 87X 10_ 6 

1 070 319 66 

3 9X 10_ 7 

0 .5 

1 .106 530 66 

1 .106 535 48 

4 82X I。 6 

1 .106 530 14 

5 2X I。 7 

0 .6 

1 .148 811 64 

1 .148 818 41 

6 .77 X 10 _ 6 

1 .148 811 01 

6 3X 10_ 7 

0 .7 

1 .196 585 30 

1 .196 593 40 

8 .10 X 10_ 6 

1 .196 584 59 

7 .1 X 1(T 7 

0 .8 

1 .249 328 96 

1 249 338 16 

9 20X 10" 6 

1 249 328 19 

7 .7X 10' 7 

0 .9 

1 .306 569 66 

1 306 579 62 

9 96X 10" 6 

1 306 568 84 

8 2X 10 _ 7 


1 .367 879 44 

1 367 889 96 

1 05 X 10' 5 

1 367 878 59 

8 5X 10 -7 
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从以上例子看到同阶的阿当姆斯方法，隐式方法要比显式方 
法误差小，这可以从两种方法的局部截断误差主项 
C P + 1 h p+i y (p+l> (x,) 的系数大小得到解释，这里分别为 
25 V 720及 - 1分720 . 


953 米尔尼方法与辛普森方法 


考虑与 (5 7) 不同的另一个 k = 4 的显式公式 

yn+4 — yn + h(^3 fn+3 + (^2 fn + 2 + fn+ 1 + ^0 fn ), 

其中 (3。 办 办， (3; 为待定常数，可根据使公式的阶尽可能高这一条 
件来确定其数值•由 （5. 4) 可知⑦= 0,再令 ci = a = q = a = 0 
得到 

P >0 + ^1 + + ^3 = 4， 

2(^>1 + 龙 2 + 3$ ) = 16, 

3 + 4^)2 + 9^3 j - 64, 

4办 + 8(3 2 + 27^3 j - 256 . 

解此方程组得 

P >3 二 I , P > 2 二- (3 i 二 |，(3。二0 • 

于是得到四步显式公式 


yn+4 


y n + 


4 h 


(2 fn+3 - fn+2 + 2/ n+l ) , 


(5 . 11 ) 


称为米尔尼 （ Milne ) 方法.由于 
截断误差为 


14/ 45,故方法为4阶，其局部 


Tn 


14 

45 


y <5> ( Xn) 0( h 6 ) 


(5 12) 


米尔尼方法也可以通过方程 （1. 1) 两端积分 


y( Xn^4 ) - y( Xn ) 



/t+4 


f( x) )dx 


得到若将方程 （1. 1 ) 从到 + 2 积分，可得 
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y( Xn + 2 ) - y( Xn ) 



f( y( x))dx . 


右端积分通过辛普森求积公式就有 


~yn + 2 




yn +—■(/«+ 4/, 


f n 


(5 13) 


称为辛普森方法.它是隐式二步四阶方法，其局部截断误差为 


T n +2 


h 


5 


90 



5) 


Xn) + 0( h 6 ) 


(5 14) 


954 汉明方法 


辛普森公式是二步方法中阶数最高的，但它的稳定性较差，为 
了改善稳定性，我们考察另一类三步法公式 

y n+ 3 = Oo y n 0\ y n+ 1 + Cb y n+ i + h(^>\ f n+\ + f>2 fn+2 + ^3 fn+ 3 ) , 

其中系数 a , a ， a 及卜扃办为常数，如果希望导出的公式是四 

阶的，则系数中至少有一个自由参数.若取 Ch = 1 ， 则可得到辛普 
森公式若取 Ch =0,仍利用泰勒展开，由（5 4)，令 o = C 1 = e = o 
= a = 0 ，则可得到 


do + Cb = 1, 

2 Cfe + P >1 + P >2 + — 3 , 

4a + 2(^1 + 2^2 + $3 ) = 9, 

8a + 3f^i + 啦 + $3 ) = 27, 

16a + 4f(3i + 私 + 27^3 ) = 81. 

解此方程组得 

do 二 - +， a 2 二 |， （3, 二 - +， （3 2 二 |， （3, 二 


于是有 


3 ^"+ 3 


3h 

(9y n+ 2 - y n ) ^ ^(fn + . + 2/, +2 - f n+l ), (5 15) 


称为汉明 （ Hamming ) 方法•由于6 = - 17 40,故方法是四阶的，且 
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局部截断误差为 

Tn + 3 = - + 0( 旬. (5 16) 

9 5 5 预测-校正方法 


对于隐式的线性多步法，计算时要进行迭代，计算量较大.为 
了避免进行迭代，通常采用显式公式给出 的一个初始近似，记 

为 }/ 二，称为预测 （ predictor) ， 接着计算的值 （ evaluation) ， 再 
用隐式公式计算 >+* ，称为校正 （ corrector) 例如在 （ 2. 13) 中用欧 

拉法做预测，再用梯形法校正，得到改进欧拉法，它就是一个二 p 介 
预测-校正方法.一般情况下，预测公式与校正公式都取同阶的显 
式方法与隐式方法相匹配.例如用四阶的阿当姆斯显式方法做预 
测，再用四阶阿当姆斯隐式公式做校正，得到以下格式： 


预测 P : 


P 

n + 4 




yn + 3 + (55 fn + 3 


- 59/"+ 2 +31 fn 


9fn), 


求值 E : fn + 4 = f ( Xn + 4 , yn + 4 ), 

校正 C: y n+ A = > + 3 + ~^(9 fn + A + 19/n + 3 




2 



求值 E: fn “ = f ( JCn + 4 , 4 ). 

此公式称为阿当姆斯四阶预测-校正格式 （ PECE). 

依据四阶阿当姆斯公式的截断误差，对于 PECE 的预测步 

P 有 


y( Xn + 4 ) - 3^+4 




Xz ) 


对校正步 C 有 


两式相减得 


y( Xn + 4 ) ■ }W4 




Xn ) 



( 


» - 


720 

270 


(^n+4 
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于是有下列事后误差估计 


y ( Xn + A ) - 


251 

270 


(/ n + 


yn+A ) 


y ( Xn + 4 ) - >+4 


19 


270 


(yn+ 4 - 4 ) 


容易看出 


yn-\-4 




y 二 + yn- 


p \ 

■ yn-\-4 ) 


璜 


y n 


19 

270 


(5 11) 


(yn+4 - yn+ 


比 y : +4 ，> +4 更好.但在 y : 二的表 达式中 > +4 是未知的，因此计算 
时用上一步代替，从而构造一种修正预测-校正格式 （ PMECME ): 


P ： fn 


+^(55 fn 


- 59 fn+ 2 + 37 fn + 1 - 9 fn ) ， 


M ： 3^4 = > + 4 + y-3 - > + 3 ) 


251 


P 


E ： fn 


r/ P m \ 

J ( Xn+ 4 y y n+ 4 J ， 


Jl 


C : y： + 4 = > + 3 + ^f9/r；4 + 19 fn 


- 5 fn + 2 + fn+ 1 ) 


M : y n+ 4 = > + 4 


19 


270 


(yn 


/ n + 4 ), 


E ： fn + 4 = f( Xn+ 4 , >+4 ). 

注意••在 PMECME 格式中已将 （5. 17) 的> +4 及琅 +4 分别改 

J s j yn+ 4 y^+ 4 

利用米尔尼公式 （5. 11) 和汉明公式 （5. 15) 相匹配，并利用截 
断误差 (5. 12)，（5. 16) 改进计算结果，可类似地建立四阶修正米尔 
尼-汉明预测-校正格式 （ PMECME ): 






k(2fn + 3 



M : 


r • - 

yn + 


4 
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E ： fn 


f( Xn + 4 , 3^+4 ) , 


C ： 4 




( 9 y n + 3 - y n +\ ) + h ( fn+\ + 2fn+ 3 - fn+2 ) 


M : 4 = > + 4 - 


9 


121 


(yn+ 4 - yn+ 4 ), 


E ： fn 


J( Xn+ 4 , y^+ 4 ). 


例 7 将例 6 的初值问题用修正的米尔尼-汉明预测-校正公 
式计算: V 5 及 >，初值^ ^仍用已算出的精确解，即： V 。= 

1, = 1. 004 837 42, $ = 1 .018 730 75, ^ = 1 .040 818 22,给出 

计算结果及误差. 

解根据修正的米尔尼-汉明预测-校正公式可得 


/ = 1 .106 532 99, 


¥ 


P 

¥ 


112 

121 


x f > - y ") 


1 .106 530 364 


(注 ••¥ = 1 .070 322 60,夕 =1 .070 319 66) 


f ( 尨 n 






-/ m + JC5 + 1 


0 3 




0 393 469 636 




X (9y 4 - yi ) + ^ X [ f( xs , /s ,u ) + 2/ 4 


fi] 




fi 


1 106 530 419 


$ 


9 


121 


x ( y c ^ 


y ") 


1 .106 530 61 


y + % + 1 




0 393 469 39, 


ye = yi 


0 .4 


x (2fi - /4 + 2 / 3 ) 


1 .148 813 73 








/ + rir x f 3^ C - /) 


121 


C + a + i 


1 .148 811 35, 




0 .451 188 65, 




X (9^ - V) + 


8 


X + 2/ 5 - / 4 ) = 1 148 811 44 
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y 6 = yl . (yl - yl) = \ .148 811 61 • 

误差 

I y( X 5 ) - ys I = 4 91 X 10 -8 ， / y(x6 ) - ye I = 2 61 X 10 8 . 

从结果看，此方法的误差比四阶阿当姆斯隐式法和四阶汉明方法 
小，这与理论分析一致. 


956 构造多步法公式的注记和例 


前面已指出构造多步法公式有基于数值积分和泰勒展开两种 
途径，只对能将微分方程 （1. 1) 转化为等价的积分方程的情形方可 
利用数值积分方法建立多步法公式，它是有局限性的.即前种途径 
只对部分方法适用而用泰勒展开则可构造任意多步法公式，其做 
法是根据多步法公式的形式，直接在1处做泰勒展开即可.不必 
套用系数公式 (5. 4) 确定多步法 （5. 1) 的系数 a 及 K / = 0，1，…， 
幻 ，因为多步法公式不一定如 （5. 1) 的形式.另外，套用公式容易记 
错具体做法见下面例子. 

例8 解初值问题 y = /( x ， ，•用显式二步法 
>+1 = Oo y n + Qi > - 1 + h(^)o /« + |3 i / n - 1 ) ，其中 /” = f(L，y n )， 

/»-i = /( x„-i ,>- i ) 试确定参数 a 一办办使方法阶数尽可能 
高，并求局部截断误差. 

解本题仍根据局部截断误差定义，用泰勒展开确定参数满 
足的方程.由于 


Tn 




y( Xn + h) - Oo y( Xn) - Qi y( x n - h) 
- h[^>o y (Xn ) y r ( Xn - h)] 




y( Xn) + hy (Xn) 


( xn) + Y，y ( Xn ) 


r 4 

+ — f y 4 J ( Xn ) + 0( h 5 ) - Cb y( x n ) 


4 ! 


h 2 


- Ql y( Xn) - hy ( Xn) + ~y ( Xn) 
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h / \、 h (4) y \ iO/ \ 

~y ( Xn) + —y ( Xn) + 0( h ) 


- hy' ( Xn) - (3i h y ( x n ) - hy" ( x n ) 


2 


iL ⑷ 


+ ~^y ( ^) - ⑷ (Xn) + 0( A ) 

(1 - Oo - Qi ) y( ) + ( \ + Qi - J hy ( Xn) 


- ~Cll + il y ( Xn ) 


如 1 - 扣 1 


y ( Xn) + 



24 24 


h4 


(4) 


( 


0( h 5 ) 


为求参数 a , a ,^o 使方法阶数尽量高，可令 

1 . a - Qi = o, l + a - h 




o , 









0, 




即得方程组 


a +a 


l , 


解得 do 


-Qi + (3o + P>i — 1, 

a - 2pi =1 ， 

- Qi + 3(3 i = 1 . 

- 4 ,Oi = 5， P >。= 4, P>i = 2,此时公式为三阶，而且 


Tn 


i y (4> ( Xn) + 0( }i ) 


即为所求局部截断误差而所得二步法为 

y n+ \ = - 4y n + 5y n - \ + 2h(2f n + fn- 

例9证明存在 a 的一个值，使线性多步法 


1 + 0( yn - y n - 


- y n -2 




(3 +Q)h(f n 


f n - 


是四阶的. 

证明只要证明局部截断误差= 0(// )，则方法为四阶 . 
仍用泰勒展开，由于 
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Tn 




y( Xn + h) Q[y( Xn) - y( x n - h)] - y( Xn - 2h) 


2 


(3 O) h[ y ( Xn) + y ( Xn - h)] 




y( Xn) + hy (Xn) + 


1 

2 


h 3 


n 


"/ \ .lL. / \ .lL. f 4 J 

y ( ^) -^ 3 ( Xn) 4 


Xn ) 


2 


+ 0 ( Ji ) - a (- h)y ( Xn) + ( Xn) - ^ } y ( x n ) 

+ ^~ f y 4) ( Xn) + 0( ii ) - y( Xn ) - 2hy r ( Xn) 


3 


2 


+ a f-y(xn) 


(xn) + U f^y iA) (xn) + 0( Jl) 


T t2 

2 +aj y (xj + y - hy ( Xn) + —y ( x n ) 


h 3 


)y (4) (xn) ^ 0( h 4 ) 


1 + Q + 2 - (3 ] hy ( Xn) -\- 


2 


2 


a - 2 


2 


(3 +aj h 2 y (Xn) + 丄 + 丄 a ■ i 


6 + 7" + 


4 f3 + aj Hy (x n ) + --- 


a - 


2 


3 


12 


f 3 +aj 


X }i y (4> ( Xn) + 0( // ) 


4 



12 h 3 y ( Xn ) + —( - 9 +0)h 4 y (4) ( x n ) + 0( h 5 ) 


当 a =9 时， 7； +1 = 0(/ z 5 )， 故方法是四阶的 • 


96 方程组和局阶方程 

961 一阶方程组 

前面我们研究了单个方程 y = /的数值解法，只要把和/ 
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理解为向量，那么，所提供的各种计算公式即可应用到一阶方程组 

的情形. 

考察一阶方程组 

// = fi( x f yi y yiy N ) ( i = \ ， 2,… ， N) 

的初值问题，初始条件给为 


yi( xb ) = y°i ( i = 1 ， 2,… ， N) 

若采用向量的记号，记 

y = (v ，一，}^/， 

0 / 0 0 0 v T 

y = (yi , yi ,yN ), 

f 二 f/l ， A ，…， /W T . 

则上述方程组的初值问题可表示为 

y, = f( x,y), 

y( = jo . 

求解这一初值问题的四阶龙格-库塔公式为 


(6 . 1 ) 


yn 


yn + 6 ( h + 2 灸 2 + I(a ) ^ 


式中 


或表示为 


h 




ki 


h 


f( ^n,yn), 
r x h x h J 

/ L + —,yn + —kx , 

. Jl h T 

/ i + Y ,y,1 + ~2 kl y 


h 




f( Xn + h ， y n 


hks ). 


^y/, n+ 1 




， + -7 ( Kn + 2 Kn + 2 Kb 

6 


Ka 


其中 




fi( Xn , yin, y 2 


n 


y Nn ) y 




9 .6 方程组和局阶方程 


■ 375 ■ 


Ka 


fi Xn + , y\n + 专 Ku , yin + 音 [21 ， ^ Km 


Kb 


r Jk Jl h 厂 

Ji Xi + ， Jin + Kl 2 y yin + K 22 y 


■ ■ ■ 


y y Nn + 


h 

2 


K 


N2 


Ka 


fi ( Xn -\- h, y\ n hK\3 , yin + hKi ^ ，■- _ ， yNn + hK 


N3 


这里，是第 / 个因变量 yfjc ) 在节点 p = % +肋的近似值. 

为了帮助理解这一公式的计算过程，我们再考察两个方程的 
特殊情形 .• 




z 


/( U ， 幻 

g( z) 


y( xo) = yo y 

Z( Xb ) = Zo , 

这时四阶龙格-库塔公式具有形式 


3^+1 


7ji^ 1 


> + ~t{Kx + 2 K2 + 2K3 ^ Ka) , 
6 

h 

Zn + 厂 (L\ + 2 Li + 2 L 3 ^ La ). 

6 


其中 


Kx 




Ki 


f( Xn y yn y ^ ), 


Xn + > + K\ , Zn + ~~ L\ 



2 


2 


K 3 



Xn + 


h Ji T , 

,}；" + — Kl , Zn 


2 


2 


2 

h 

2 


Li 


Ka 

h 


Li 


U 


f( Xn h, y n -hK?> , z>i + hL> ), 

g( Xn , yn , Zn ), 

h Jl T , h T 

8 Xn + ^ 1 yn + ^ f Zn + — Ll 

.h , h 

g ^ + yn Y 


Kl , Zn 


2 

h 

2 


Li 


(6 2 ) 


(6 3) 


La = g( Xn h y y n hK3 , Zn + hL ?>). 
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这是一步法，利用节点 I 上的值，由 （6. 3) 式顺序计算 
【 ， h ， K2 ， h ， H & ， h ，然后代入 （6. 2) 式即可求得节点 

Xn + 1 上的 yn + 1 , Zn+ I • 

962化高阶方程为一阶方程组 


关于高阶微分方程（或方程组）的初值问题，原则上总可以归 
结为一阶方程组来求解例如，考察下列 m 阶微分方程 

- f(x,y,y ), (6 A) 

初始条件为 

y( ) = yo y y (jco ) = }/o ，…， y 1 j ( JCo) = yo ,n ' l) .(6 5) 

只要引进新的变量 


f ( m - \ 

yi = y, y 2 = y , - mm , ym = y 

即可将 m 阶方程 （6 4) 化为如下的一阶方程组: 


/I 




y 2 = $ ， 


. (6 . 6 ) 

f 

m- \ 二 y 

y m = f( X,yx ,yi , ■■- ,y m ). 

初始条件 (6. 5) 则相应地化为 

y\ ( ) = yo , yi ( Jo ) = y o , mmm , y m ( xo) = . (6 7 ) 

不难证明初值问题 （6. 4)，（6 5) 和 （6. 6)，（6. 7) 是彼此等 
价的. 


特别地，对于下列二阶方程的初值问题. • 


/ = /(%， y>y )> 


y( Xo ) = yo y 
y ( xo ) = yo . 

引进新的变量 z = y ， 即可化为下列一阶方程组的初值 问题: 
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Z , 


Z 


f ( x ， y ， z ) 


y( 

z( 




，， 

y 。• 


针对这个问题应用四阶龙格-库塔公式 （6. 2)， 有 


J/i- 


Z»i+ 1 


> + -r{Kx + 2 7^2 + 2K3 + Ka) y 
6 

z n ^ ^ 7 ( Lx + 2 Li + 2 L 3 + L ). 

6 


由 （6. 3) 式可得 


Ki = 

r Zn , 

Li = 

Ki 二 

r + 

2 Li ^ 

K 3 二 

-Zn -\~ 

2 L ^ l 

Ka 二 

-Zn 

hL?> ， La 


f ( Xn,yn, Zn) 




f Xn + ^ Kl , Zn + 




f Xn + 


A 
2 ， 


， 七七 Ki ， Zn + h 


2 


2 


參 

y 


= f ( Xn h , y n hK ?> , Zn + hL ?> ) 

如果消去 K^Ki y K , , & ，则上述格式可表示为 


2 




yn + hz n + (La + Z 2 + Z>3 J 

6 


Zn+ 1 


Zn + ~( L \ + 2L2 + 2L3 + h ). 
6 


这里 


h 




h 


f ( Xn , yn , Zn), 


l + I ， >+ h 



2 ， 


_ A 

^ Zn , Zn 2 


L 


h 



h h fi T h T 

Xn + , yn + Zn + ~ 人 1 ， Zn + _ ~ LJL 


2 


2 


4 


2 


U 



h 2 


Xn h y yn hZn + ~ Ll , Zn + hL 


3 
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963 刚性方程组 


在求解方程组 (6. 1) 时，经常出现解的分量数量级差别很大的 
情形，这给数值求解带来很大困难，这种问题称为刚性 （ stiff ) 问 
题，在化学反应、电子网络和自动控制等领域中都是常见的，先考 
察以下例子. 

给定系统 

u = - 1000 25 u + 999 .75 v + 0 5， 
v - 999 .75 u - 1000 25 v + 0 5, 

(6 . 8 ) 

u(0) = 1, 

v ( 0 ) = - l . 

它可用解析方法求出准确解，方程右端系数矩阵 


A = 


-1000 25 
999 .75 


999 75 
-1000 25 


的特征值为入 - 0 5 , A 2 = - 2000,方程的准确解为 


u ( t ) = - e 
v ( t ) = - e 



- 2 000 t 




- 200Of . 

-e + 1 


当 poo 时， 4 0 -^1， v ( t )-^ l 称为稳态解 ， A v 中均含有快变分量 
e 2 °_及慢变分量 e ° 对应于入 2 的快速衰减的分量在 t = 0 . 005 


秒时已衰减到 1。 叫，称 丁 2 = _入丄 4 =0 . _ 5 为时间常数 • 
当 r =10 rr 2 时快变分量即可被忽略，而对应于入 i 的慢变分量，它的 


时间常数 L - 它要计 算到？ = 10 H =20时，才能衰 

减到 e 1() 30,也就是说解《， v 必须计算到 t = 20 才能达到稳态 
解.它表明方程 （6. 8) 的解分量变化速度相差很大，是一个刚性方 
程组如果用四阶龙格-库塔法求解步长选取要满足 / z < - 2. 78/ 
入，即 / z < - 2. 78/入 2 = 0. 00139,才能使计算稳定.而要计算到稳态 
解至少需要算到？= 20,则需计算14 388步这种用小步长计算长 
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区间的现象是刚性方程数值求解出现的困难，它是系统本身病态 
性质引起的. 

对一 般的线性系统 

^ - Ay(t) + g(t), (6 9) 

其中：(又，…，少广 ^R\g=( gl ，-, g N ) r CR N ，义^^^ •若 

A 的特征值入 y = CI _/ + ( j = 1 ，…， N y i = - 1) 相应的特征向量为 

( Pj ( j = h …， N ) ，则方程组 （6. 9) 的通解为 

N 

y(t) = [oeVcp, + 屮⑺， (6 10) 

其中 o 为任意常数，可由初始条件 y( a) = y 确定，为特解. 
假定入 y 的实部 a ; = Re ( A , ) <0,则当时，: v ⑺->中⑺， 

听0为稳态解. 

定义8若线性系统 （6 9) 中 A 的特征值入,满足条件 RefA ,) 
<0( j= 1 ,"_, A 0, 且 

s = max / RefA y ) I / min / RefA 7 j / m 1, 

1 < j< N I l< j< N 

则称系统 (6. 9) 为刚性方程，称 s 为刚性比. 

刚性比 ^ mi 时， A 为病态矩阵，故刚性方程也称病态方程.通 
常^>10就认为是刚性的^越大病态越严重.方程 （6 8) 的刚性 
比4000,故它是刚性的. 

对一般非线性方程组 (6. 1 ) ，可类似定义8，将/在点(％ jp )) 

处线性展开 ，记 J(t) =」GR …， 假定⑺的特征值为 A y (t),j = 

1，…，#，于是由定义8可知，当入，⑺满足条件 Re ( A , <0 (j = 
1，…， W ， 且 

s( t) = max / RefA 7 ( t) ) I / min / RefA 7 ( t) ) / m 1, 

1 < j< N I \< j< N 

则称系统 (6. 1) 是刚性的， 〆 0 称为方程 （6. 1) 的局部刚性比. 

求刚性方程数值解时，若用步长受限制的方法就将出现小步 
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长计算大区间的问题，因此最好使用对步长 / z 不加限制的方法，如 
前面已介绍的欧拉后退法及梯形法，即 A - 稳定的方法，所谓 A - 稳 
定就是指数值方法的绝对稳定域包含了 M = / A 平面的左半平面 . 
这种方法当然对步长 A 没有限制，但 A - 稳定方法要求太苛刻， 
Dahlquist 已证明所有显式方法都不是 A - 稳定的，而隐式的 A - 稳 

定多步法阶数最高为2,且以梯形法误差常数为最小这就表明本 
章所介绍的方法中能用于解刚性方程的方法很少通常求解刚性 
方程的高阶线性多步法是吉尔 ( Gear ) 方法，还有隐式龙格-库塔法 
(见文献 [21]) ，这些方法都有现成的数学软件可供使用.本书不再 
介绍. 


评 注 

本章研究求解常微分方程初值问题的数值方法.构造数值方 

法主要有两条途径 ：基于 数值积分的构造方法和基于泰勒展开的 
构造方法后一种方法更灵活，也更具有一般性泰勒展开方法还 
有一个优点，它在构造差分公式的同时可以得到关于截断误差的 
估计. 

基于泰勒展开构造出的四阶龙格-库塔方法（见3 3节）则是 
计算机上的常用算法.四阶龙格-库塔方法的优点是精度高，程序 
简单，计算过程稳定，并且易于调节步长. 

四阶龙格-库塔方法也有不足之处 ：它要 求函数 /( x ，; y ) 具有 
较高的光滑性如果 / Yx ，; y ) 的光滑性差，那么，它的精度可能还不 
如欧拉公式 (2 1节）或改进的欧拉公式 （2 .4 节）. 

四阶龙格-库塔方法的另一个缺点是计算量比较大，需要耗 
费较多的机器时间（每一步需四次计算函数的值）相比之 
下，汉明方法 （5 .4 节）可以节省计算量（每一步只需两次计算函数 
_/ Yx ，; y ) 的值）.但汉明方法是一种四步法，它不是自开始的，需要 
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借助于四阶龙格-库塔方法提供开始值. 

对数值方法的分析还涉及到局部截断误差，整体误差，收敛 
性，相容性及稳定性等概念，特别是有关绝对稳定性的讨论，它涉 
及计算时步长的选取，如步长选得不合适，舍入误差恶性增长，结 
果完全错误本章只对单步法的收敛性和稳定性做了讨论对多步 
法的有关理论没有涉及，读者可参阅文献/ r 2 J /及 /2 U . 

刚性方程组是具有重要应用价值的问题，它的理论和解法很 
多，并且还在进一步发展，详细介绍可参阅文献/^ 17 和 /227 . 

习 题 


1 .用欧拉法解初值问题 

y = ^ 100 y 2 y y (0) = 0 . 

取步长 h =0 .1， 计算到 x =0 3( 保留到小数点后 4 位）. 

2 .用改进欧拉法和梯形法解初值问题 

y = x + x - y f y (0) = 0 . 

取步长 / i =0 .1，计算到^=0 5,并与准确解 - e' x + / - ; c + l 相比较 . 

3 .用梯形方法解初值问题 

/ + y = 0 ， 


证明其近似解为 



y n = 


2 - h 
2 + h 


并证明当 / z -0 时，它收敛于原初值问题的准确解 ）；= e _ 
4 .利用欧拉方法计算积分 



在点^=0 5,1,1 5,2的近似值. 

5 .取 h =0 2,用四阶经典的龙格-库塔方法求解下列初值问题: 


U 


y = %+ y ， 

y(0)=i ； 


o < x < 1，• 
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y ' = 3 y (I x ) y 0 < ^: < 1 ; 

y ( 0 ) = i . 

6 .证明对任意参数〖，下列龙格-库塔公式是二阶的 .• 


yn + 1 


y n + ^( K2 + K,) y 


K \ — f ( X n y y n ) y 

K 2 = f ( Xn + th y y n + thKi ) ， 


K 3 = f ( xn + (\ - t ) h , y n + (l - t ) hKi ). 

7 .证明中点公式 （3. 10) 是二阶的，并求其绝对稳定区间. 

8 .对于初值问题 

y = - 100 f y - x 2 ) + 2 x y y (0) = I . 

( 1 ) 用欧拉法求解，步长 A 取什么范围的值，才能使计算稳定. 

(2) 若用四阶龙格-库塔法计算，步长 A 如何选取？ 

(3) 若用梯形公式计算，步长 / z 有无限制. 

9 .分别用二阶显式阿当姆斯方法和二阶隐式阿当姆斯方法解下列初值 


问题： 

y = I - y f y (0) = 0 . 

取 /z = 0 2,^ =0,^ =0 .181，计算； y(l 0) 并与准确解1 - e _ ^相比较 . 
10 .证明解 y = / Y ； c ，; y ) 的下列差分公式 


y^ 


2 (yn + yn ■ 1 ) + 4 ( ^ y - y n ^ y n ~ ^ ) 


是二阶的，并求出截断误差的主项 . 
11 .试证明线性二步法 


y n ^-2 + ( b - l ) y n+ i - by n 


= ~ f [( b + 3) 知 + (3 b ^ l ) f n ] 


当碎 -1 时方法为二阶，当 6= - 1 时方法为三阶. 

12 .求方程 

u = - 10 w + 9 V ， 
v = 10 u - 11 v . 

的刚性比，用四阶 R - K 方法求解时，最大步长能取多少？ 




计算实习题 


要求： 

(1) 用 Matlab 语言或你熟悉的其他算法语言编程序，使之尽 
量具有通用性. 

(2) 上机前充分准备，复习有关算法，写出计算步骤，反复查 
对程序. 

(3) 完成计算后写出实验报告，内容包括 ：计算 机型号及所用 
算法语言 , CPU 时间，算法步骤叙述，变量说明，程序清单，输出计 
算结果，结果分析和小结等. 

(4) 根据教师要求选做下列计算实习题中的3或5个题目. 

1 .用三次样条插值的三弯矩法，编制第一与第二种边界条件 
的程序设已知数据 如下： 


Xi 


0 .4 

0 .6 

0 .8 

mm 

f ( Xi) 

0 .9798652 

0 9177710 

0 8080348 

0 .6386093 

0 3843735 


求/( X )的三次样条插值函数5(4，满足： 

( 1 ) 自然边界条件 ^(0 2) = ^'(1 0) = 0; 

(2) 第一种边界条件 ^(0 2) =0 20271, S '(1 0) = 1. 55741 . 
要求输出用追赶法解出的弯矩向量 （ M ， M ，…， M ) 和 W 0 .2 + 
0 .1 W = 0， l ，”*，8) 的值.并画出； y = 以 x ) 的图形. 

2 .编制以离散点 fxjr =。 的正交多项式为基的最小二 
乘拟合程序，并用于对下列数据做三次多项式最小二乘拟合. 
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Xi 


- 0 5 

0 .0 

0 5 

■El 

1 .5 


yi 

- 4 .447 

- 0 .452 

0 551 

0 D 48 

- 0 .447 

0 549 

4 .552 


耳又权 COf x ) 三1，求出拟合曲线 3 ； = S ( x ) = y~Ok Pk ( x ) = 

3 

[瓜/，输出 a : ， p k ( x )， c ^( k = 0,1,2,3) 及平方误差 || 6 II L 并 

画出 3 ； = S ( x ) 的 图形. 

3 .给出积分 

( i ) / 二 z 2 e — dx , ( ii ) I - cotxdx , 

(in) 1=( 2 1 : d • 

- / 2 x - 1 

实验要求： 

( 1 ) 用龙贝格求积计算上述积分/的值，要求到 I //： i u - ^ I 
<1( T 6 时结束，输出 T 表及 /的近似值. 

(2) 用5点高斯求积公式及复化3点高斯求积公式计算上述 
积分，并输出/的近似值. 

(3) 分析比较各种计算结果. 

4 . 比较求一阶导数的数值方法，给出函数 

f ( x ) = e x , x € [0 5，2] • 

实验要求.•利用某距离点函数值，必要时给定端点导数值，分别用 
中心差分，数值积分求导，三次样条求导和理查森外推计算 /( X ) 
的一阶导数，分析，比较各种方法的效果，说明精度与步长/ I 的 
关系. 

5 .给定方程组 

3 .01 6 03 1 99 XI 1 

( i ) 1 27 4 .16 - 1 23 x 2 = I ; 

0 .987 - 4 SI 9 34 力 1 
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10 - 7 




2 099999 6 


2 



乃 5 .900001 

X 3 5 


2 


0 


2 


^4 


实验要求： 

(1) 用 Lt / 分解和列主元高斯消去法求解上述两个方程组. 
输出 Ax = b 中矩阵 A 及向量 t Lf / 分解的 L 与 f /， deL 4 及解 
向量 X . 


(2) 将方程组⑴中系数3 .01 改为 3. 00,0. 987改为 0. 990 . 

用列主元高斯消去法求解，输出列主元行交换次序、解向量 x 及 
detA ， 并与 （1) 中结果比较 • 

(3) 将方程组 （ ii ) 中的 2. 099999改为 2. 1， 5. 900001改为 
5. 9用列主元高斯消去法求解，输出解向量 x 及 det 木并与 （1) 中 
结果比较. 

6 .研究解线性方程组 Ax = 6迭代法收敛速度.给定 A € 
r 2()X2 ° 为五对角矩阵 


A = 


-V 2 
-17 4 


实验要求: 


-V 2 -1/4 

3 -1/2 - V 4 

-V 2 3 - V 2 

WWW 

-1/4 -1/2 3 

-1/4 - V 2 

-1/4 


-17 4 

w 

- 17 2 - V 4 

3 - V 2 

- 17 2 3 


(1) 选取不同的初始向量及右端项向量 I 给定迭代误差 


要求，用雅可比迭代和高斯-塞德尔迭代法求解，观察得到的序列 
是否收敛？若收敛，记录迭代次数，分析计算结果并得出你的 
结论. 
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(2) 用 SOR 迭代法求上述方程组的解，松弛系数 O 取1 < C 0 
< 2的不同值，在 || x 〜 - x a+u || <10_ 5 时停止迭代记录迭代次 
数分析计算结果并得出你的结论. 

7 .求非线性方程及方程组的根，准确到10 6 .给定方程分 

别为 

( i ) X - 3 jc +2 - e x =0 . 

3 xi - xl = 0 y 

(n) 2 3 x ⑹ =( 1 ， 1 ) T . 

3 x \ X2 - xi -1 = 0， 

实验要求： 

( 1 ) 用你自己设计的一种线性收敛迭代法求方程 （ i ) 的根，然 
后再用斯蒂芬森加速迭代计算. 

(2) 用牛顿法求方程⑴的根，输出迭代初值，各次迭代值及 
迭代次数，并与 （1) 的结果比较. 

(3) 用牛顿法求 （ ii ) 的解，输出迭代次数及解向量 x 的近似. 

8 .用 QR 算法求矩阵特征值： 

2 3 4 5 6 

6 2 1 4 4 5 6 7 

( i ) ( A ) = 2 3 1， （ ii ) //= 0 3 6 7 8 • 

111 0 0 2 8 9 

0 0 0 1 0 

实验要求： 

(1) 根据 QR 算法原理编制求 （ i ) 及 （ ii ) 中矩阵全部特征值的 
程序并输出计算结果（要求误差<10_ 5 ) . 

(2) 直接用现有数学软件求 （ i )，（ ii ) 的全部特征值，并与 （1) 

的结果比较. 

9 .求初值问题的数值解，给定初值问题为 

, 1 v 

y = — - , i < ^<2, 

⑴ ^ ^ 


y(D = i • 
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y - - 50}； + 50 x + 2 x y 0< 1, 



澗=十 . 


实验要求. • 


( 1 ) 用改进欧拉法（取 h =0 .05) 及四阶 R-K .方法（取 /z = 
0. 1) 求 ( i ) 的数值解，并输出 x = 1+0 .1/(/ = 0,1，…， 10) 的数值 

解 

( 2 ) 用经典四阶 R - K 方法解 （ ii )， 步长 /z 分别取为 h = 0 .1, 
0 .025,0 .01 计算，并打印 x /=0 1/(/=0，1，…， 10) 各点的数值解 

及准确解 W x ) ，并分析结果. 


初值问题 ( ii ) 的准确解 y ( x )=- jo 50x ^ X 




附录并行算法及其基本概念 

由于并行计算机的逐步普及，很多高校都配备了大型的多处 
理机，学习并掌握并行算法对进行大规模的科学与工程计算是十 
分必要和有益的为使读者对并行算法有初步了解，特在附录中对 

并行算法的基本概念做简单介绍，需要进一步了解学习的可参看 
文 M [23] 及 [24] • 


1并行算法及其分类 


传统计算机采用冯_诺伊曼 （Von Neumann ) 结构，其特点是 
每一时刻按一条指令加工处理一个或一对数据，这类计算机称作 
单指令流单数据流系统，简称 SISD ( Single Instruction Stream 
Single Data Stream ) 型，只有一个进程的算法，就是传统的串行算 

法，适用于这类计算机.并行计算机与此不同，它每一时刻可按多 
条指令处理多个数据，面向并行计算机具有2个以上进程的算法 
称为并行算法. 

例1求 N 个数 ai ,02 ,…， a „ 的和 


s = V" a . ( I) 

iTT 

一个进程的串行算法是累加算法 

= a , Sk = Sk - 1 + ak , k = ，…， N • 

& = s 即为所求，在累加过程中所给和数规模逐次减1，显然它不 
适合于并行计算跗图1给出时的一种并行算法，称为扇入 
加法.它可组成4个进程 ^ , Pi, P, , P4 如下： 
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P 付图1扇入加法示意图 



Pi 

Pi 

P, 

⑴ 

a\ 

= ai + az 

a } = a + a cL x> 

= 05+06 

G\ 

= ai l) +d l) 

d 2) 

= d l) 



Pa 

a j = a + a 


在有 4 台处理机的并行系统中用 3 = lb 8 级完成8个数求和第1 
级并行做4个加法，第2级并行做2个加法，第3级做1个加法. 

并行机必须是包含2台以上处理机，它有不同类型用一个控 
制器控制多台处理机，在每一时刻都执行同一指令对单个或一对 
数组进行同样加工，这类并行机称为单指令流多数据流系统，简称 

SIMD(Single Instruction Stream Multiple Data Stream ) 机•另 一 

类并行机由多个控制器分别控制多台处理机，各处理机在自己的 
指令控制下处理自己的数据流,称为多指令流多数据流系统，简称 

MIMD(Multiple Instruction Stream Multiple Data Stream ) 机. 

按指令流单个还是多个并行算法可分为两 大类： SIMD 算法 

与 MIMD 算法. 

SIMD 算法的基本特征是： 

(1) 々个 进程由1个指令流控制 ，一 个并行步仅由一条指令控 
制，故每个并行步所含的操作必须完全相同. 

(2) 允许并行步中操作的个数在2至之间有任意性，且有 
含 々个操 作的并行步. 

(3) 能在一个具有台处理机的 SIMD 系统中实现. 
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例1给出的扇入加法就是 SIMD 算法. 

MIMD 算法的基本特 征是： 

( 1 ) 个进程由 A 个指令流控制.故每个并行步所含各操作可 
两两相异，而且存在包含不同操作的并行步. 

(2) 同 SIMD 算法特征 (2) • 

(3) 能在一个具有/:台处理机的 MIMD 系统中实现. 

按照进程之间是否需要同步也可将并行算法分为同步算法与 
异步算法. 

同步算法是指在 々个进 程的算法中有些进程的若干算法必 
须在另一些进程的某些算法之后执行，为此有些进程可能出现在 

计算之前或计算之间的等待阶段，同步算法可在一个具有&台处 
理机的 SIMD 系统或 MIMD 系统中实现. 

异步算法&个进程间有信息联系但不须同步，它只能在一 
个具有&台处理机的 MIMD 系统中实现.因此异步算法一定是 
MIMD 算法使用这种算法时各次执行的实际过程可能互不重 
复同步算法既可以是 SIMD 算法也可以是 MIMD 算法，而 

SIM D 算法一定是同步算法进程间的同步通过单指令流的控制 
来保证这样并行算法可分成3类，即 SIMD 算法，同步 MIMD 算 
法和异步算法. 

例2对 f ( x )=0 求根的牛顿法（第7章 （4 2)) 分别设计两 
个进程的同步及异步算法. 

解同步 算法： 可将每次迭代分成三个计算元.•分别计算 

f( Xk)-^ fk , f ( Xk)— fk ， Xk - Xk + 1 及检验精度.将计算分为 

J k 

两个进程 P ! 及 p 2 ，假定计算/( X )比 ZYW 更花时间，则两个进 
程或其中一个必出现等待继续计算所需数据的情况，附图2给出 
两种同步 MIMD 算法示意图. 

异步 算法： 可引进3个公用变量分别表示 f( X )， 
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f ( x ) 及 x 在计算中的当前值，仍假定计算/( X )比计算/(幻更 
花时间，附图3给出两个进程的异步算法， 进程片 更新 A 与 
且检验根的近似是否满足精度要求，进程 A 只更新假定变量 
初值 /i = 0, = c ^ O , k = xb 前三个近似值 


Xi = J(b - f( J(b )/ C y 

X 2 = X\ - f(xi)/ f r (jb), 


X3 = X 2 - j(xi )1 f { X\). 


Pi Pi 


f( x 0 )-^ fo 


等待乂 

J ( 

^0 - fo/ fo Xl 

检验精度 

等待 M 

f( 

f ( Xl ) — f\ 

等待 / 

•^1 - /l/ f\ ^2 
检验精度 

等待 x 2 


Pi 

Pi 

f( ^o)^fo 

f(xo)^fo 



等待 M 

XO - fo/ fo Xl 

检验精度 

f(xx)^fx 

f 


等待 X2 

•^ ■ /〆 // 〜 2 

检验精度 


附图 2 MIMD 算法示意图 


Pi 尸 2 


f(h)^ h 

/ ( h)^h 

t3 - t\/ t2~^ ti , 检验 


f(h) — h 

f ( )4 t2 

ti - t\/ t2~^ t3 , 检验 

f(h)^ h 

f ( h )— t2 

ti - t\! t2~^ t3 , 检验 


附图 3 异步算法示意图 


其一般关系如下： 

xu \ = Xk - f( Xk)/ f ( Xj ) ， k = 0 , 1 , , j < k • (2) 
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附录并行算法及其基本概念 


当 / r ^ oo 时 j — oo , 这与传统牛顿法 （4 .2) 不同，它是一种混乱迭 

代，其收敛性要另外证明，由于“计算/( X )比 /( x ) 更花时间”，所 
以，只要 /( X ; ) 计算出新值就用于迭代，对异步算法，由于不用等 
待故它更节省机时. 


2并行算法基本概念 


评价和分析并行算法，主要应关注它的计算复杂性，即算法的 
运行时间（时间复杂性 ） 与所提供的处理机台数（空间复杂性），并 
行处理的基本思想是用增加处理机台数来换取运算时间的节省， 
为了评价并行算法我们先引进一些基本概念. 

定义1 一个算法的并行度是指算法中能用一个运算步（并 
行）完成的运算个数.假设算法运算个数为 r ， 利用 S 个运算步完 
成，则 V S 称为平均并行度. 

如例1的 N 个数求和（1)，若用串行算法需要1个加法 

步，每步一个加法，并行度为1，平均并行度（#-1/ 1) 也等 

于1，如果用扇入加法，对 N = 2 n 个数求和，有 lb # 个加法步， 


并行性由高到低分布，逐步减半，运算个数 r=f + f + 

2 n - I = N - 1 ， 运算步 s = lb W ，其平均并行度为 

JL N - 1 一 JV_ 

5 " lb^V " lb^V • 





N 个数求和的 N - 1 个加法不能用一个并行步完成，即不能以 


N -1 为并行度，但用扇入加法可把并行度降为 . 

lb N 

并行度和平均并行度是算法内在并行性 的一种 度量，不依赖 
于并行系统中处理机台数，当然处理机台数会影响完成计算所需 

时间. 

处理机台数充分多时的最少运行时间称作算法的时间界，而 
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算法的运行时间达到时间界时需要提供的处理机台数称作处理机 
台数界，上述#个数求和的时间界为 r = ib 見而处理机台数界为 

P = l 
2 • 

下面考察由 p 台处理机组成的并行系统，假定每台处理机的 
算术运算的操作时间相同，我们引进加速比和效率的概念作为并 
行化的又一种度量. 

定义2 设7；为串行算法在单处理机上运行时间， 7 V 为并 
行算法在 P 台处理机的系统上运行时间，则一个并行算法的加速 
比定义为 




7j_ 

Tp 


(V 


该算法的效率定义为 


Ep = 7 




加速比和效率是评价并行算法的重要指标，研究并行算法的 
目标是达到尽可能大的加速比，理想上义= P ， 这时并行效率达 
到& = 1，但一般不可能达到理想的加速比 Sp = p 这是因为： 

( 1 ) 算法缺乏必要的并行度， 

(2) 在并行系统上没有达到完全的负荷均衡， 

(3) 通讯、存储争用及同步时间延迟等. 


3并行算法设计与二分技术 


“分而治之”是并行算法设计的重要原则，其基本思想是把问 
题依次划分为可以独立完成的较小问题，将规模逐次减半的二分 
技术是并行算法设计的一种基本技术，例1给出求和的扇入加法 
就是一种二分技术，设 N =2 n 将所给和式下标为奇偶的对应项两 
两合并，得 
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附录并行算法及其基本概念 


N 2 

S = ^ (On-\ + Chi ). 
iTT 

这样，若令 

di l) = a2i - 1 + a / ， i = N 2, 

则所给和式的规模被压缩了一半 

N/ 2 

s =[ 心 • 

iTT 

重复施行这种规模减半的二分手续，二分次后和式的项数被缩 
减成 M 2" 

N 2 k 

s = y di k) . 

\~T 

式中 

d k) = + ai u , i = \ ， 1 ，…， N l k • (6) 

这样二分 \ bN 次后，所给和式最终退化为一项，从而直接得出 
所求和值 s .于是有求和二分算法.•对 k = 1，2 ，…， n ( = lb 执行算 
式 (6) 得 

s = d n) . 

附表1就#= 8的情形具体给出该算法计算流程. 


附表1求和二分算法流程 


a\ 

Ck 

cn 

04 

d5 

Ck 

ai 


a! u 

d l) 

d l) 


d v 

d 2) 




从以上求和二分算法看到它有以下特点: 

(1) 结构递归，每步都是同样求和问题. 

(2) 规模递减，和式规模逐次减半. 
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概括地说，二分算法的设计原理是反复地将所给计算问题加 
工成规模减半的同类计算问题，直至规模为1时直接得出问 
题的解. 

上述求和的并行算法加速比为而处理机台数界为 

\bN 

P = ^ 故在具有 P = ¥ 台处理机并行系统中其并行效率为 


E ~ 


2 

lb^V * 


下面再讨论多项式求值问题 


p( x) = ax 1 — 1 • (7) 

iT\ 

显然 1 时就是求和问题 （1) .故可仿照求和二分法，将所给多 
项式 (7) 的奇偶项两两合并，则有 


p = p( Xo ) = 




这样，若令 





Ct /- 1 



at - 1 + aixo 


则有 


aixo) 1 u 



x\ = , 


p = ^ d l) xr . 

iTT 

这样加工得出的是一个以；^为变元的多项式，而其规模（项 
数)是原来的一半，因此上述手续是一种二分手续重复这种手续， 
二分次后所给多项式被加工成 



p = di k> x l k 1 (记 d 0> = a ) ， 
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附录并行算法及其基本概念 


这里 



d / l 1 


) 





(^) 


这样二分 n = lb # 次，最终得出的系数即为所求的值 p . 

于是得多项式求值的二分算法： 

对 k = l ，2, …，吹= lb 川执行算式(8)，结果有 

p = d n) . 

现在分析算法的效率，设将 （8) 式的与； a 并行计算 （a 
可表示为^ =0+^-1 - 1则与你同步），则每步2次运算（一 

乘一加），上述算法共做 n = lb # 步，故其时间界为 


r = 21 b I 

而按 （8) 并行计算第 &步需 处理机 N / f + \台 ，因此处理机 
台数界 


P = max 

1 < 々< / 



N 

2 



注意到多项式求值的串行算法需做 T .=2( N - 1) 次运算，易 
知此算法的加速比与效率为 


N - \ _ _ JV _ 
lb^V ^ lbAT 


Ep — 


2 

lb AT 


上面分析二分法效率是在提供 f + 1 台处理机的系统上得到 


的，如果处理机只有 P + 1台，而 P < f ，若假定 r 尸， r > 2为 

正整数，此时可将所给多项式 （7) 分成 P 段，每段含 r 项进 
行处理. 

可利用串行算法来改造或设计并行算法.许多传统的数值计 
算方法虽然只适合于串行机上计算，但其中有不少算法包含了可 
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直接利用的并行性，例如，上述多项式求值的秦九韶算法可用二分 
技术改造为适合于并行系统的并行算法用二分技术还可将许多 
矩阵计算及解线性方程组直接解法改造成适合于并行计算的算 
法还有如解线性方程组的雅可比迭代法本身就具有直接的并行 
性，还有一些迭代法经过重新排序也可改造成适合于并行的算法 . 

另 一类就 是根据并行算法特点设计具有新思想的新算法，它的出 
发点仍然是“分而治之”的原理，符合此原理的区域、算子、系统的 
分裂方法和技术是设计和实现并行处理的重要手段，如解线性与 
非线性方程的多分裂方法，解微分方程的区域分解法（即 DDM 方 
法），都属于此类.由于这些方法减小了求解方程的规模，使计算时 
间减少，因此效率大为提高.此外，异步数值算法基本上是混乱迭 
代法，是并行算法最富有特色的组成部分之一，混乱迭代不是传统 
意义的迭代法，在理论上必须做收敛性与收敛速度的分析，混乱迭 
代与多分裂技术的结合是近十几年才发展起来的新算法，仍有不 
少问题值得研究. 

关于具体数值计算方法的并行算法可参看文献 /23 J . 
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第 1 章 


部分习题答案 


1 .6 ； 2 . 0. 02 n ; 4. 1 D 5 X 10' 3 ,0. 215, 10' 5 ;6 . yXlO ' 3 ; 9 .边长误差 

< 0. 005 cm ; 11 •不稳定，£ * f Jio J ^ T - X 10 8 ; 13 . 0. 3 X 10 2 , 0. 834 
X 10' 6 . 


第2章 

1 .5^/ 6 + 3^ 2 - 7/ 3; 2 . - 0 .620219, - 0 .616839; 3 . 1. 06 X 1(T 8 ，. 
6 • h<0. 006; 7 . A 4 =2'6 4 > = 2 n ' 2 ;14 . 1,0; 16 . P( x) = x (x - 3// 4; 
18 .\Ri(x)\<fi/ 4; 19 . \R 4 (x)\ < h 4 / 16 • 


第 3 章 


1 • Bi ( f ， x ) = x ， B3 ( f y x ) = l 5^-0 A 02 x 2 - 0 .098 又 3 ，• 

4 .( l ) || /|| oo = l ， || /|| 4， || /|| 2 = 1/ 7, (2) || /|| oo = y 2, 

/II . =1/4, II / II 2 = (3) II / IU = j - " ，+ " , II / II ,= 


n! m! 

(m+ \) . r 



( In ) ! (2 m ) ! 

[2( n + m ) + 1 J /， 




- uy e, || /|| 2 = 7 me 2 ; 

6 .(\) 不构成内积，构成内积， • 

7 . To ( x) = 1, T\ ( x) = 2 x - 1, T 2 ( x) = 8 x 2 -8x + 
1 ， 7] (x) = 32x 3 - 48 x +18 又 - 1，. 


8 .cpo (x) = l f cpf x) = x y cpi (x) = X 



f (p^( x) = X 3 


9_ 

14 


x，. 
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11 . Po( x) = ( M-b m)/ 2; 12 .3/4; 13 . P x (x) = ^"^ + 0. 105257; 

14 . P l (x)= (q- (e - l)ln(e - 1)] ; 15 . P 3 * ( x) =5x^ - x 1 


+ 


1 129 9 4 

-x - TT?; 16 . 5 (x) = 0 .1171875 + 1 .640625 i - 0 ,8203125/; 


4 


128 


17 . flj S ( x) = - 0 2958^+ 1 .1410, (2) S ( x) =0 .1878^+ 1 .6244 
(3) Si (x)= - 0 24317^+ 1 2159, (4) Si (x) = 0 .6S22x - 0 6371; 

18 . 5s ( x) = 1. 5531913;c - 0 .5622285^ ; 19 . S( t) = 22. 25376^ - 


7. 855048; 20 . y(x) = 0. 9726046 + 0. 0500351/; 


21 . y= 5 .2151048e 


4Q616Q? 


4 


1 25 


， — + —; 


60x - lx 


24 .R33(x)= --- 3 ^ ; 25 ./? 2 i (x) 




r » 

6 + 4 x + x 

6 - 2x 


第 4 章 

1 .1 J A -1 = A \ = H 3 y A ) =4 h 3 y 具有 3 次代数精度， 2) A-i = A = 8 // 
3 ， A = - 4// 3, 3 次代数精度， 3 J = - 0. 28990, = 0. 62660 或 ； d = 

Ot 68990 ， ^2 = - 0. 12660, 2 次代数精度， 4) a =1/ 12, 3 次代数精度； 2 .1 J 
r 8 = 0. 11140， & = 0. 11157， 2) Tw = 1. 39148，& = 1. 45471， 3) T 4 = 
17. 22774, & = 17. 32222,4 J T 6 = l 03562， & = 1. 03577; 4.5 =0. 63233, 

误差 0. 00035; 

6 . n >213, 用辛普森公式区间分为 8 等分， • 8 . (1)0. 71327，（2) 0, 

10. 1517434; 9.^=2, /- 10. 9484, n = 3 f /- 10. 95014,(准确值/ = 
10. 9517032)/ 10 .48708 km ; 11 .3. 14158; 12 . 1) 1. 09863 , 2) 1. 08940, 

1. 09862,3) 1.09854; 13 .用三点公式求得一阶导数值 - 0. 247, - 0.217, 
- 0. 189,用五点公式得 - 0. 2483,- 0. 2163,- 0. 1883 . 
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部分习题答案 


第5章 


4 • 

h = an ( i = 1 ， 2,… ， n ) ， 

lAj = a\j/ In (j = 2,3 ， … ， n ) ， 


lik 


=CUk - 


k-l 



r= 1 


lir lirk 


(i = k ， …， n) ， 



a Ki 




kr U r j / Ikk 


5 .( a ) 设为上三角阵 


(j = k + 1 ，…， n); 


X n 


=hJ 



h - 


y ~ ^ 

-TTi 


Xj 


Uii 


n ■ 


(b) n( n-\- l )/ 2, 

( c ) 记 1 的元素为私， f / 的元素记为 ⑹: 


Sii = 1/ Uii (1 = 1 ， 2 ，…，〜， 

j 

Sij ― 〉 tlik Skj / Uii y 

k= /+ 1 




i = n ■ 1 ， n - 2 ，， 1 ， y. = / + 1 ， ■ ■ ■，/ !，• 

7 . 

- 0 04705885 0 5882353 - 0 2705882 - 0 9411764 

, 0 3882353 - 0 3529412 0 .4823529 0 .7647058 

A -1 = 

- 0 2235294 0 2941177 - 0 03529412 - 0 4705882 


- 0 03529412-0 05882353 0 04705882 0 2941176 

8 . = - 1/ 2,(3 2 = - 2/ 3, (3 3 = - 3/4, (3 4 = - 4 / 5, (2) M Ly = f,y 

=(V 2,V 3,V 4, V 5,V 6) T , (3) M Ux = y, x= (51 6,2 / 3,1/2,]/ 3,1/ 6 / ; 

9 .x= (1 .11111, 0 .77778, 2 «55556) T ; 

10 .( a ) 4 不能分解为三角阵的乘积，但换行后可以 .(b) B 可以但不唯 
一， C 可以且唯一/ 

11. || A || oo = 1 .1 , || A || 1 =0 8, || A || 2 = 0 .825 , || A || F = 0. 8426; 


18 . cond ( A)oo = 39601 , cond ( A ) 2 = 39206 . 
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第6章 

1 .( a ) 两种方法均收敛 ，（ b ) 用雅可比迭代法迭代18次， 

x (18) = ( - 3 9999964, 2 9999739, 1 9999999厂，用高斯-塞德尔迭代法 
迭代8次， 

= ( - 4 000036, 2 999985, 2 .000 003 J T ; 

2 .( a ) 雅可比迭代法不收敛，高斯-塞德尔迭代法收敛， 

( b ) 雅可比迭代法收敛，高斯-塞德尔迭代法不 收敛； 

5 .00= 1 .03 时迭代5次达到精度要求 = (0. 5000043, 0. 1000001, 
- 0. 4999999 ) T , CO = 1 时迭代6次达到精度要求 V 6 ) = ( 0. 5000038, 
0 1000002, - 0. 4999995厂， C 0= 1 .1 时迭代6次达到精度要求， Y 6 ) = 
(0. 5000035， 0. 9999989, - 0. 5000003 / ; 

6 . C 0=0 9,迭代8次时达到精度要求， 

^ 8) = ( - 4 000027, 0 2999989, 0 2000003 f ; 

第7章 

1 .0 512; 

2 .1) 和 2) 收敛 ,3) 发散； 

3 .1) 二分 14次得 0. 0905456 ,2) 迭代5次得 0. 0905264; 

5 .(2) % = 1. 5，龙 =1. 465572, (3) ^ = 1. 5 , x 3 = I 465571 ; 

7 .(1) x 3 = 1 .8794, (2) x 3 = 1 8794; 8 .4 .49342; 

11 .牛顿法； C 20 = 1 ,895494其他方法迭代次数4, 13,10,723805; 

14 . - ( n - I )/ 2 n a y ( n-b 1)/2 1 a ;15 .1/ 4 a ; 

16 . fl 526824, 0 508139 J 1 . 

第 8 章 

1 .( a ) 取 v 0 = (1,1,1) T , Aj ^9 .6058, Xi - f 1,0 .6056, - 0 3945厂， 
( b ) 取灼 = (1,1 A ) T ，入 i a 8 .86951 ， x x -( - 0 60422, 1 , 0 .15094 / ; 2 .A 
= 7 288, 0 5229, 0 2422 ) T ; 
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部分习题答案 
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7 .( a ) A 的特征值为入 i 


33 


2+2 


，入 2 = 2，入 3 


33 


2 


2 


( b ) 的特征值为入 i =2+ 3,入 2 =2,入 3 =2- 


选取位移 Sk = 似， 


3 7316925974 0 .0249060210 


0 0 


B s 




0 0249060210 2 .0003582102 


0 0 
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0 2679491924 


其中 IU <5 X 10 
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2 - 2 
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9 .焱的特征值2<入<6, i 1 特征值士4<十 • 

o L 


第 9 章 


1 .0, 0 0010, 0 D 050; 2 .0 .145; 4 .0 500, 1 .142, 2 501, 7 245; 
5.1)1 2428, 1 5836, 2 0442, 2 6510, 3 .4365 , 

2) 1 .7276, 2 .7430, 4 0942, 5 8292, 7 9960; 

8 .(l) 0 < / z <0. 02, (2) 0< h<0 D 278, (3) 0 < h< + oo ； 

9 .显式 0. 626, 隐式 0. 633, 真值 0. 6321; 

10 . - ^h 3 y ( x n ); 12 .刚性比 ^=20, 0<h<0 .139 . 
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